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• Σο παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται ςε 
άδειεσ χριςθσ Creative Commons.  

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπωσ εικόνεσ, που 
υπόκειται ςε άλλου τφπου άδειασ χριςθσ, θ 
άδεια χριςθσ αναφζρεται ρθτώσ.  
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• Σο παρόν εκπαιδευτικό υλικό ζχει αναπτυχκεί ςτα πλαίςια 
του εκπαιδευτικοφ ζργου του διδάςκοντα. 

• Σο ζργο «Ανοικτά Ακαδθμαϊκά Μακιματα ςτο 
Αριςτοτζλειο Πανεπιςτιμιο Θεςςαλονίκθσ» ζχει 
χρθματοδοτιςει μόνο τθ αναδιαμόρφωςθ του 
εκπαιδευτικοφ υλικοφ.  

• Σο ζργο υλοποιείται ςτο πλαίςιο του Επιχειρθςιακοφ 
Προγράμματοσ «Εκπαίδευςθ και Δια Βίου Μάκθςθ» και 
ςυγχρθματοδοτείται από τθν Ευρωπαϊκι Ζνωςθ 
(Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Σαμείο) και από εκνικοφσ πόρουσ. 

 

Χρηματοδότηςη 
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1. Ο οριςμόσ του διανυςματικοφ πεδίου, τθσ 
διανυςματικισ ςυνάρτθςθσ και των 
παραγώγων των διανυςματικών ςυναρτιςεων.  

2. Η ειςαγωγι τθσ ςτροφισ, κλίςθσ και απόκλιςθσ 
τθσ ςυνάρτθςθσ, που αποτελοφν βαςικοφσ 
διανυςματικοφσ τελεςτζσ για τθν μακθματικι 
ανάλυςθ πολλών φυςικών προβλθμάτων.  
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1. Διανυςματικά Πεδία 

2. Παράγωγοσ κατά Κατεφκυνςθ 

3. Κλίςθ Αρικμθτικισ ΢υνάρτθςθσ 

4. Απόκλιςθ Διανυςματικισ ΢υνάρτθςθσ 

5. ΢τροφι Διανυςματικισ ΢υνάρτθςθσ 
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Διανυςματικά Πεδία 
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Εάν παραςτιςουμε τθν κίνθςθ του ρευςτοφ ι του ανζμου με το 
διάνυςμα τθσ ταχφτθτασ ςε κάκε ςθμείο του χώρου, τότε 
δθμιουργοφμε το διανυςματικό πεδίο τθσ ταχφτθτασ (βλζπε ΢χιμα). 

Διανυςματικό Πεδίο Σαχφτητασ 
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Αν ςε κάκε ςθμείο M(x, y, z) του τριςδιάςτατου χώρου 
αντιςτοιχίςουμε με κάποιο νόμο το μζτρο και τθ φορά του 
διανφςματοσ τθσ πίεςθσ ι του θλεκτρικοφ πεδίου ι του πεδίου 
δυνάμεων δθμιουργοφμε ζνα διανυςματικό πεδίο. 

ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 6.1: Σο διανυςματικό πεδίο S είναι ζνα υποςφνολο 
ςθμείων του χώρου R3 εφοδιαςμζνο με ζνα κανόνα που αντιςτοιχεί 

ςε κάκε ςθμείο M(x, y, z) του S ζνα διάνυςμα V (x, y, z). 

Οριςμόσ 
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Η μελζτθ των διανυςματικών πεδίων γίνεται με τθ βοικεια των 

διανυςματικών ςυναρτιςεων. Η διανυςματικι ςυνάρτθςθ E μπορεί 
να αναλυκεί ςτο επίπεδο ςε καρτεςιανζσ ςυντεταγμζνεσ και να 
παραςτακεί ωσ εξισ: 

 E(x, y) = u(x, y)ex   + v(x, y) ey   

όμοια ςτον τριδιάςτατο χώρο ζχουμε: 

 E(x, y, z) = u(x, y, z)ex  + v(x, y, z)ey  + w(x, y, z) ez  . 

Οι ςυναρτιςεισ u, v, w είναι αρικμθτικζσ ςυναρτιςεισ και αποτελοφν 
τισ ςυνιςτώςεσ του διανυςματικοφ πεδίου. 

Απεικόνιςη Διανυςμάτικών ςυναρτήςεων 
ςε καρτεςιανζσ ςυντεταγμζνεσ 
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Η γραφικι παράςταςθ του διανυςματικοφ πεδίου αναδεικνφει ζνα 
πλικοσ από ενδιαφζρουςεσ ιδιότθτεσ του υπό μελζτθ φυςικοφ 
ςυςτιματοσ, για το λόγο αυτό ζχουν δθμιουργθκεί μια ςειρά απο 
ειδικά προγράμματα γραφικών για τα διανυςματικά πεδία (βλζπε 
΢χιμα). 

Γραφική Παράςταςη διανυςματικοφ 
πεδίου 
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Σο όριο μιασ διανυςματικισ ςυνάρτθςθσ  f = f1 ex   + f2 ey   + f3 ez   
διανυςματικισ μεταβλθτισ x = x1ex   + x2 ey   + x3 ez   γράφεται ωσ 

lim
x→x

𝑜

f ( x) = f o , 

όπου f  0 = f01 ex  + f02 ey  + f03 ez  Αυτό ςθμαίνει ότι για κάκε αρικμό       
ε > 0 υπάρχει δ > 0 τζτοιο ώςτε, όταν 

|x −x0| < δ 
να ιςχφει 

| f  (x) − f  0| < ε. 

Θα λζμε ότι μία διανυςματικι ςυνάρτθςθ  f : D → E όπου D ⊆ Rn και 

E ⊆ Rm, f  = (f1, f2, ..., fm) είναι ςυνεχζσ ςτο ςθμείο x0 όταν κάκε ζνα 
από τα αρικμθτικά πεδία f1, f2, ..., fm είναι ςυνεχι ςτο x0. 

 

 

 

Όρια, ΢υνζχεια και Παράγωγοσ 
Διανυςματικήσ ΢υνάρτηςησ 1/2 
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Η παράγωγοσ τθσ ςυνάρτθςθσ  f (t ) = (f1, f2, ..., fm) είναι 

df 

dt
= 

df
i

dt

m

i=1
 ei   

΢τθ γενικότερθ περίπτωςθ τθσ ςυνάρτθςθσ  f (x) ,θ παράγωγοσ ωσ προσ τθ 
ςυνιςτώςα x είναι 

𝜕f

𝜕x
=

𝜕f1
𝜕𝑥𝑖

,
𝜕f2
𝜕𝑥𝑖

,
𝜕f3
𝜕𝑥𝑖

 

΄Ομοια 

  df  = (df1, df2, df3) 

       =  
𝜕𝑓

1

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥𝑖

3

𝑖=1
, 

𝜕𝑓
2

𝜕𝑥𝑖

3

𝑖=1
𝑑𝑥𝑖 , 

𝜕𝑓
3

𝜕𝑥𝑖

3

𝑖=1
𝑑𝑥𝑖 

Όρια, ΢υνζχεια και Παράγωγοσ 
Διανυςματικήσ ΢υνάρτηςησ 2/2 
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 Ο τελεςτισ 𝛻 (ανάδελτα) όρίηεται ωσ 

 𝛻 =
𝜕

𝜕𝑥
ex +

𝜕

𝜕𝑦
ey +

𝜕

𝜕𝑧
ez  

και εκφράηει τθν παράγωγο. 

Ο τελεςτισ ζχει εφαρμογι ςε πολλζσ εκφράςεισ τθσ φυςικισ, μια 
τζτοια ζκφραςθ είναι και αυτι τθσ κλίςθσ μιασ ςυνάρτθςθσ που κα 
εξετάςουμε παρακάτω ςτθν ενότθτα αυτι. Εάν εφαρμόςουμε 
λοιπόν τον τελεςτι ςε μια αρικμθτικι ςυνάρτθςθ παίρνουμε τθν 
κλίςθ αυτισ τθσ ςυνάρτθςθσ ωσ 

 𝛻𝑓 x =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
ex +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
ey +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
ez   

Σελεςτήσ 𝛻 
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𝐷n0
𝑓 x = lim

h→0

f x+n0
  
h −f x
h

   (1) 

Η 𝐷 n0
 f ονομάηεται παράγωγοσ τθσ f ςτο ςθμείο x0 αλλά και κατά τθν κατεφκυνςθ 

n0 . 

Η παράγωγοσ τθσ ςυνάρτθςθσ f(x) ωσ προσ τθ διεφκυνςθ ενόσ 
τυχαίου μοναδιαίου διανφςματοσ n0 ορίηεται από τθ ςχζςθ (βλζπε 
΢χιμα) 

Οριςμόσ 1/2 
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Θα δείξουμε ςτθ ςυνζχεια ότι      

  𝐷n0
𝑓= 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
cos α + 

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 cos β + 

𝜕𝑓

𝜕𝑧
 cos γ (2) 

αν το n0 = (cos α, cos β, cos γ), όπου τα cos α, cos β, και cos γ είναι τα 
ςυνθμίτονα κατευκφνςεωσ που ςυναντιςαμε και ςτθν παράγραφο 
1.3 

Οριςμόσ 2/2 
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Με βάςθ τον οριςμό (6.1) ζχουμε ότι 

 𝐷n0
x0 = 

     
𝑑

𝑑ℎ
𝑓(x𝑜 + 𝑕 𝑐𝑜𝑠𝛼, y𝑜 + 𝑕 𝑐𝑜𝑠𝛽, 𝑧𝑜 + 𝑕 𝑐𝑜𝑠𝛾 ℎ→0 = 

  =
𝜕𝑓

𝜕𝑥 0

𝜕(𝑥
𝑜
+ℎ 𝑐𝑜𝑠 𝛼)

𝜕ℎ
+ 

𝜕𝑓

𝜕𝑦 0

𝜕(𝑦
𝑜
+ℎ 𝑐𝑜𝑠 𝛽)

𝜕ℎ
 ..... 

  = 
𝜕𝑓

𝜕𝑥 0
cos 𝑎 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦 0
cos 𝛽 

𝜕𝑓

𝜕𝑧 0
cos 𝛾 

Είναι φανερό ότι, αν το n0 =ex   

𝐷ex
𝑓 x0 =

𝜕𝑓

𝜕𝑥
0

 

άρα θ παράγωγοσ κατά κατεφκυνςθ είναι μιά γενίκευςθ των μερικών 
παραγώγων που ςυναντιςαμε. 

 

Απόδειξη 
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Να υπολογιςτεί θ παράγωγοσ τθσ ςυνάρτθςθσ f(x, y, z)= x2y2+z2  ςτθν 
κατζκυνςθ n = (3, 3, 3). 

Απάντηση: 

Η παράγωγοσ κατα κατεφκυνςθ ςφμφωνα με τον οριςμό είναι 

𝐷n0
𝑓= (𝛻𝑓) ∙ n0 =

𝜕𝑓

𝜕𝑥
ex +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
ey +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
ez   

=(2xy2)ex + (2yx2) ey  
+(2y) ez  

=54ex +54ey +6 ez  

Παράδειγμα 



ΑΡΙ΢ΣΟΣΕΛΕΙΟ 

ΠΑΝΕΠΙ΢ΣΗΜΙΟ 

ΘΕ΢΢ΑΛΟΝΙΚΗ΢ 

Κλίςη Αριθμητικήσ ΢υνάρτηςησ 
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Ορίηουμε ωσ τθν κλίςθ μιασ αρικμθτικισ ςυνάρτθςθσ f(x, y, z) τθ 
διανυςματικι ςυνάρτθςθ 

𝛻𝑓 x =  lim
ℎ →0

𝑓 x + h + 𝑓(x )

𝑕
 

ι 

        𝛻𝑓 x =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
ex +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
ey +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
ez   (3) 

Οριςμόσ 1/2  
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Με τθ χριςθ αυτοφ του νζου ςυμβόλου θ παράγωγοσ κατά 
κατεφκυνςθ παίρνει τθ μορφι 

𝐷n0
𝑓 x0 = (𝛻𝑓 xo ) ∙ n0  (4) 

Η ςχζςθ αυτι είναι ιςοδφναμθ με τθ ςχζςθ (6.2) που αποδείξαμε. Η 
παράγωγοσ κατα τθ κατευκυνςθ του διανφςματοσ n=|n|n0 είναι 

𝐷n𝑓 x0 = |n|𝐷n0
𝑓 x0   (5) 

(Αποδείξτε τθ ςχζςθ αυτι ξεκινώντασ από τον οριςμό τθσ παραγώγου 
κατά κατεφκυνςθ.) Από τθ ςχζςθ (4) είναι φανερό ότι, αν τα 
διανφςματα (∇f) και n0 

είναι παράλλθλα, θ παράγωγοσ 𝐷n0
𝑓 x0  

παίρνει τθ μζγιςτθ τιμι τθσ. 

 

 

Οριςμόσ 2/2   
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Από τθν εξίςωςθ (6.4) διαπιςτώνουμε επίςθσ ότι θ κλίςθ ζχει τθ 
διεφκυνςθ του διανφςματοσ κατα μικοσ του οποίου θ παράγωγοσ 
𝐷n0

𝑓 x0  παίρνει τθ μζγιςτθ τιμι τθσ. 

΢τθ ςυνζχεια κα δείξουμε ότι, αν f(x, y, z) = 0 ορίηει μιά επιφάνεια 
ςτο χώρο των τριών διαςτάςεων και το ςθμείο P(x, y, z) είναι πάνω 
ςτθν επιφάνεια f = 0, τότε το διάνυςμα (∇f)P είναι κάκετο ςτο 
εφαπτόμενο επίπεδο τθσ επιφάνειασ ςτο ςθμείο P. 

 

Παρατήρηςη 
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΄Εςτω r  = xex + yey  + z ez  το διάνυςμα κζςθσ τυχόντοσ ςθμείου M(x, y, 
z) τθσ επιφάνειασ. Σότε το dr  = dx ex  + dy ey  + dz ez  κα βρίςκεται ςτο 
εφαπτόμενο επίπεδο τθσ επιφάνειασ ςτο ςθμείο M. Όμωσ ιςχφει 

df =
𝜕f

𝜕x
dx +

𝜕f

𝜕y
dy+

𝜕f

𝜕z
dz 

ι 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
ex +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
ey +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
ez dx ex  + dy ey  + dz ez  

  = 𝛻𝑓 ∙ dr  = 0 

που ςθμαίνει ότι ∇f⊥ dr  και επομζνωσ θ κλίςθ είναι κάκετθ ςτθν 
επιφάνεια όπωσ φαίνεται ςτο ΢χιμα που ακολουκεί (ακριβζςτερα 
ςτο εφαπτόμενο επίπεδο τθσ επιφάνειασ). 

Απόδειξη 1/2 
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Απόδειξη 2/2 
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Τπολογίςτε τθν κλίςθ τθσ ςυνάρτθςθσ f(x, y) = x2 + y2 με τθ βοικεια 
του οριςμοφ τθσ. 
Απάντηςη: Γνωρίηουμε από τον οριςμό τθσ κλίςθσ ότι                         

f(x  + h ) − f(x ) = ∇f(x ) ∙ h + O(h) όπου O(h) το υπόλοιπο που τείνει ςτο 
μθδζν όταν το h τείνει ςτο μθδζν. ΄Εχουμε 

 f(x  + h ) − f(x ) =f(x + h1, y + h2) − f(x, y) 

  = [(x + h1)2 + (y + h2)2]− (x2 + y2) 

  = [2 × h1 + 2yh2] + [h1
2 + h2

2] 

  = [2x ex  + 2y ey ]・h + |h|2 

΄Αρα 
∇f(x ) = ∇f(x, y) = 2x ex  + 2y ey . 

Παράδειγμα 1 
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Βρείτε τθν παράγωγο κατά μιά τυχαία διεφκυνςθ του αρικμθτικοφ 
πεδίου f(x, y) = (x − 1)2 − y2, ςε τυχαίο ςθμείο του τόπου οριςμοφ του. 

Απάντηςη: ΄Εςτω n0= (n1,n2) μία τυχαία κατεφκυνςθ και M0(x0, y0) 
ζνα τυχαίο ςθμείο του τόπου οριςμοφ τθσ f θ οποία είναι 
διαφορίςιμθ. 

΄Αρα 
𝐷n0

𝑓 x0  = (∇f) ∙ n0 

και 

    𝛻𝑓 x =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
ex +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
ey  , n0 = n1 ex  + n2ey  

Παράδειγμα 2 
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τότε 

 ∇f ∙ n0 
= 2(x − 1)n1 − 2yn2 

  ⇒ 𝐷n0 
f|M0 = 2(x0 − 1)n1 − 2y0n2. 

Λφςη 
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΄Εςτω το αρικμθτικό πεδίο f(x, y) = x3 − 3x2y + 3xy2 + 1 οριςμζνο ςτο 
R2. Βρείτε τθν παράγωγο του πεδίου f ςτο ςθμείο M(3, 1) κατά τθν 
κατεφκυνςθ του διανφςματοσ που ζχει ωσ αρχι, τθν αρχι των 
αξόνων και ωσ πζρασ το ςθμείο N(6, 5). 

Απάντηςη: Τπολογίηουμε τθ κλίςθ τθσ ςυνάρτθςθσ f ςτο ςθμείο M0 

∇f 𝑀
0
= 

𝜕𝑓

𝜕𝑥 𝑀
0

ex + 
𝜕𝑓

𝜕𝑦 𝑀
0

ey  
= 12 ex +9 ey  

 

και ςτθ ςυνζχεια το μοναδιαίο διάνυςμα 

n0 =
6

61
,
5

61
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Η ηθτοφμενθ παράγωγοσ είναι 

  𝐷n0
𝑓

𝑀
0

= ∇f 𝑀
0
∙ n0 

          = (12 ex +9 ey  
)

6

61
ex  ,

5

61
ex    

           =
27

61
 . 

 

Απάντηςη 
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Ορίηουμε ωσ απόκλιςθ μιασ διανυςματικισ ςυνάρτθςθσ 

 f = f1ex   + f2ey   + f3ez  τθν αρικμθτικι ςυνάρτθςθ 

∇∙ f = 
𝜕𝑓

1

𝜕𝑥
1

+
𝜕𝑓

2

𝜕𝑥
2

+
𝜕𝑓

3

𝜕𝑥
3

 

 

΢τθ ςυνζχεια κα παρουςιάςουμε τθ φυςικι ερμθνεία τθσ απόκλιςθσ. 

Θεωροφμε ότι το διανυςματικό πεδίο που περιγράφει θ  f είναι θ 

ταχφτθτα ενόσ ρευςτοφ, δθλαδι  U(x, y, z) = U1(x, y, z) ex  + U2(x, y, z) ey  
+ U3(x, y, z)ez  . 
 

 

Οριςμόσ 
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Αν ζνα παραλλθλόγραμμο με όγκο ΔV = Δx Δy Δz (βλζπε ΢χιμα) 
βρίςκεται μζςα ςτο ρευςτό (ασ υποκζςουμε ότι ζχει ςτακερι 
πυκνότθτα ρ0 , μεταβολι τθσ μάηασ βρίςκεται μζςα ςτο κουτί  
(dm/dt = ρ0d(ΔV)/dt) 

 

Φυςική Ερμηνεία Απόκλιςησ 1/3 



Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Γενικά Μακθματικά ΙΙ 

Σμιμα Φυςικισ Α.Π.Θ 
33 

Η ολικι μεταβολι είναι 
𝑑ΔV

𝑑𝑡
 =
𝑑Δx

𝑑𝑡
 (ΔyΔz)+ Δx

𝑑Δy

𝑑𝑡
 Δz+ (ΔyΔz) 

𝑑Δz

𝑑𝑡
.  

Η μεταβολι του Δx υπολογίηεται από τθ ςχζςθ 

𝑑Δx

𝑑𝑡
 (ΔyΔz) = [U1(x + Δx, y, z) − U1(x, y, z)](ΔyΔz). 

Αναπτφςςουμε ςε ςειρά Taylor τθ ςυνιςτώςα τθσ ταχφτθτασ και 
κρατάμε όρουσ πρώτθσ τάξθσ 

𝑑Δx

𝑑𝑡
 (ΔyΔz) = [U1(x, y, z) +

𝜕U1

𝜕𝑥
 Δx - U1(x, y, z)] (ΔyΔz) 

              = 
𝜕U1 

𝜕𝑥
 ΔV . 
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Όμοια αναπτφςςουμε και τισ ολικζσ μεταβολζσ των Δx και Δy και θ 
ολικι μεταβολι του όγκου παίρνει τθ μορφι 

𝑑(ΔV)

𝑑𝑡
= [

𝜕U1 𝑥, 𝑦, 𝑧
𝜕𝑥

+
𝜕U2 𝑥, 𝑦, 𝑧

𝜕𝑦
+
𝜕U3 𝑥, 𝑦, 𝑧

𝜕𝑧
]ΔV 

  = (∇∙  U)ΔV . 

Αν θ απόκλιςθ τθσ ταχφτθτασ είναι μθδζν ∇∙  U = 0 τότε ο ςτοιχειώδθσ 
όγκοσ ΔV παραμζνει ςτακερόσ όταν κινείται με το ρευςτό. Σο 
διανυςματικό πεδίο λζγεται αςυμπίεςτο αν θ απόκλιςι του είναι ίςθ 
με μθδζν. 
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Αν υποκζςουμε, ότι το ςφςτθμα αναφοράσ κινείται με το ρευςτό, θ 
ολικι μεταβολι τθσ αρικμθτικισ ςυνάρτθςθσ R(x(t), y(t), z(t), t) κα 
είναι 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
=
𝜕𝑅

𝜕𝑡
+
𝜕𝑅

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+
𝜕𝑅

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+
𝜕𝑅

𝜕𝑧

𝑑𝑧

𝑑𝑡
 

             =
𝜕𝑅

𝜕𝑡
+  U ∙ ∇R 

παράγωγοσ αυτι είναι γνωςτι και ώσ ‘μεταφορικι παράγωγοσ’. 

              

Μεταφορική Παράγωγοσ 
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Εκτόσ από τθν απόκλιςθ μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε τον 
τελεςτι ∇ για να ορίςουμε μία ακόμα διανυςματικι ςυνάρτθςθ, τθ 
ςτροφι. Αυτι ορίηεται ωσ εξισ 

𝛻 × 𝑓 =

ex ey ez 
𝜕

𝜕𝑥1

𝜕

𝜕𝑥2

𝜕

𝜕𝑥3
𝑓1 𝑓2 𝑓3

= 

            =
𝜕𝑓

3

𝜕𝑥
2

−
𝜕𝑓

2

𝜕𝑥
3

 ex +
𝜕𝑓

1

𝜕𝑥
3

−
𝜕𝑓

3

𝜕𝑥
1

 ey  

            +
𝜕𝑓

2

𝜕𝑥
1

−
𝜕𝑓

1

𝜕𝑥
2

 ez  
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Μποροφμε να δώςουμε μια φυςικι ερμθνεία τθσ ςτροφισ. Ασ 
φανταςτοφμε τθν φπαρξθ ενόσ διανυςματικοφ πεδίου 

ω = ω ez  
το οποίο για ω=ςτακερό περιγράφει το πεδίο ταχυτιτων ενόσ 
ρευςτοφ που εκτελεί περιςτροφικι κίνθςθ ωσ ςτερεό (βλζπε ΢χιμα). 
΄Ενα τζτοιο διανυςματικό πεδίο μπορεί να παραςτακεί από το 
διάνυςμα r =(α cosωt)ex  + (α sinωt)ey  + z ez . 
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Είναι εφκολο να αποδείξουμε ότι 
𝛻 × r  = 2ω ez  

και να εξθγιςουμε γιατί θ ςτροφι του πεδίου ταχυτιτων είναι ζνα 
μζτρο τθσ γωνιακισ περιςτροφισ του κυκλικοφ δίςκου. Σα 
διανυςματικά πεδία με ςτροφι μθδζν (∇×F = 0) ονομάηονται 
αςτρόβιλα. Σο μαγνθτικό πεδίο ςτο κενό είναι αςτρόβιλο, επειδι οι 
μαγνθτικζσ γραμμζσ είναι ευκείεσ, ενώ θ παρουςία ρεφματοσ 
αναγκάηει τισ μαγνθτικζσ γραμμζσ να καμπυλωκοφν (ζνα παράδειγμα 
αποτελεί το μαγνθτικό πεδίο γφρω από ζναν ευκφγραμμο αγωγό 
ρεφματοσ). Η ςτροφι του μαγνθτικοφ πεδίου είναι ανάλογθ τθσ 
ζνταςθσ του θλεκτρικοφ ρευματοσ 
    𝛻 × B ~ J  (6) 

* Σο βαρυτικό πεδίο τησ Γησ, όπωσ θα δείξουμε και ςτο παράδειγμα που 
ακολουθεί είναι αςτρόβιλο. 
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Δείξτε ότι, ζνα κεντρικό πεδίο δυνάμεων είναι αςτρόβιλο. 

Απόδειξη: ΄Ενα πεδίο δυνάμεων F  λζγεται κεντρικό αν θ δφναμθσ F  
= f(r) er . Ιςχφει επίςθσ, θ ταυτότθτα (βλζπε Παράρτθμα Α) 

∇ × f er  
= f ∇ × er + ∇f × er   

. 

Εφκολα αποδεικνφονται ότι, ∇ × er  
= 0 και 

∇f(r) = 
𝑑𝑓

𝑑𝑟
 ∇r = 

𝑑𝑓

𝑑𝑟

r

𝑟
 . 

΄Αρα 

∇ × F(r) = 
𝑑𝑓

𝑑𝑟

r

𝑟
 × er  

= 0 

άρα το πεδίο F είναι αςτρόβιλο. Καταλιγουμε ςτο ίδιο ςυμπζραςμα, 
αν παραςτιςουμε γραφικά το κεντρικό πεδίο δυνάμεων.  

Παράδειγμα 1 
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Μερικζσ ιδιότθτεσ τθσ ςτροφισ είναι ιδιαίτερα χριςιμεσ ςτθ φυςικι. 
Η απόδειξι τουσ μπορεί να αποτελζςει μια καλι άςκθςθ για τουσ 
αναγνώςτεσ. 

ΙΔΙΟΣΗΣΕ΢ ΣΗ΢ ΢ΣΡΟΦΗ΢ 

1. 𝛻 × (𝛻 f) = 0 

2.  𝛻 ∙ (𝛻 × 𝑓 ) = 0 

3.  𝛻 ∙ (𝑓  × 𝑔 ) = 𝑔 ∙ (𝛻 × 𝑓 ) − 𝑓  ∙(𝛻 × 𝑔 ) 

4.  𝛻 × (𝛻 × 𝑓 ) = 𝛻 (𝛻 ∙ 𝑓 ) − ∇2 𝑓  

Ιδιότητεσ 
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Ο τελεςτισ 

∇2 = 
𝜕2

𝜕𝑥1
2 +

𝜕2

𝜕𝑥2
2 +

𝜕2

𝜕𝑥3
2 

είναι γνωςτόσ ωσ τελεςτισ του Laplace ι Λαπλαςιανι. ΢το 
παράρτθμα Α αναλφουμε τον τελεςτι του Laplace ςε ςφαιρικζσ και 
κυλινδρικζσ ςυντεταγμζνεσ 

Σελεςτήσ Laplace 
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Δείξτε ότι, το πεδίο των ελκτικών δυνάμεων τθσ βαρφτθτασ γφρω απο 
τθ μάηα M είναι αςυμπίεςτο. 

Απόδειξη: Η ελκτικι δφναμθ που αςκείται ςτθ μονάδα τθσ μάηασ ςτο 
πεδίο βαρφτθτασ τθσ μάηασ M είναι 

F = −
GM

𝑟3
 r  . 

όπου r  το διάνυςμα κζςθσ τθσ μονάδασ μάηασ ωσ προσ τθ μάηα M και 
G είναι θ ςτακερά τθσ παγκόςμιασ ζλξθσ. Αρκεί να δείξουμε ότι,         

∇ ∙ F = 0. Χρθςιμοποιοφμε τθν ταυτότθτα 

∇ ∙ (f r ) = r  ∙ ∇f + f ∇ ∙  r  
ι 

∇ ∙ F = r  ∙ ∇
GM

𝑟3
 + 

GM

𝑟3
∇ ∙ r  = 

3GM

𝑟3
 - 
3GM

𝑟3
 = 0 

Παράδειγμα 2 
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