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• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται ςε 
άδειεσ χριςθσ Creative Commons.  

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπωσ εικόνεσ, που 
υπόκειται ςε άλλου τφπου άδειασ χριςθσ, θ 
άδεια χριςθσ αναφζρεται ρθτώσ.  

Άδειεσ Χρήςησ 
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• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό ζχει αναπτυχκεί ςτα πλαίςια 
του εκπαιδευτικοφ ζργου του διδάςκοντα. 

• Το ζργο «Ανοικτά Ακαδθμαϊκά Μακιματα ςτο 
Αριςτοτζλειο Πανεπιςτιμιο Θεςςαλονίκθσ» ζχει 
χρθματοδοτιςει μόνο τθ αναδιαμόρφωςθ του 
εκπαιδευτικοφ υλικοφ.  

• Το ζργο υλοποιείται ςτο πλαίςιο του Επιχειρθςιακοφ 
Προγράμματοσ «Εκπαίδευςθ και Δια Βίου Μάκθςθ» και 
ςυγχρθματοδοτείται από τθν Ευρωπαϊκι Ζνωςθ 
(Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εκνικοφσ πόρουσ. 

 

Χρηματοδότηςη 
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Σκοποί ενότητασ 

 

Η ενότθτα αυτι αποτελεί ςυνζχεια τθσ προθγοφμενθσ 
και αυτό που επιχειροφμε είναι να εφαρμόςουμε μζςα 
από παραδείγματα τθν κεωρία που είδαμε ςτθν ενότθτα 
9. Οι ενδιαφερόμενοι εξοικειώνονται με τισ εξιςώςεισ 
και τθν γεωμετρικι ερμθνεία του επιπζδου και τθσ 
ευκείασ ςε επιφάνειεσ και καμπφλεσ ςτον τριςδιαςτατο 
χώρο. 
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1. Κάκετθ ευκεία μιασ επιφάνειασ ςτο χώρο R3 

 

2. Εφαπτόμενθ ευκεία και κάκετο επίπεδο μιασ 
καμπφλθσ ςτο χώρο R3 

 

Περιεχόμενα ενότητασ 
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Κάθετη ευθεία μιασ επιφάνειασ ςτο 
χώρο R3 
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Η διανυςματικι εξίςωςθ τθσ κάκετθσ ευκείασ ςτο επίπεδο f(x, y, z) = 
0 ορίηεται από τθ ςχζςθ 

   (r   − r0 ) x 𝛻 f = 0   (2) 

διότι το τυχαίο διάνυςμα κζςεωσ (r   − r0 ) είναι παράλλθλο προσ το 
∇f. Η ςχζςθ (2) παίρνει τθν απλοφςτερθ μορφι 

   
x−x

ο
𝜕f

𝜕x M0

=
y−y

ο
𝜕f

𝜕y M0

=
z−z

ο
𝜕f

𝜕z M0

   (3) 

Η εξίςωςθ (3) περιγράφει τθν εξίςωςθ τθσ κάκετθσ ευκείασ ςτθν 
επιφάνεια f(x, y, z) = 0 ςτο ςθμείο (x0, y0, z0). 

Εξίςωςη κάθετησ ευθείασ 
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Εφαπτόμενη ευθεία και κάθετο 
επίπεδο μιασ καμπφλησ ςτο χώρο R3 
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Ζςτω f(t), g(t), h(t) οι παραγωγίςιμεσ παραμετρικζσ εξιςώςεισ μιασ 
καμπφλθσ C ςτο χώρο R3. Θα αναηθτιςουμε τθν εξίςωςθ τθσ 
εφαπτομζνθσ τθσ καμπφλθσ C ςτο ςθμείο M0(x0, y0, z0). 

Ειςαγωγή 1/2 
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Αν R = f(t) ex  + g(t) ey  + h(t) ez  είναι το διάνυςμα κζςθσ τυχόντοσ 

ςθμείου τθσ καμπφλθσ, τότε το διάνυςμα To = 
𝑑R
𝑑𝑡

 
𝑀𝑜

 

είναι εφαπτόμενο τθσ καμπφλθσ ςτο M0. Αν r  και ro είναι τα 
διανφςματα κζςθσ των ςθμείων M(x, y, z) και M0(x0, y0, z0), (βλζπε 
Σχιμα) αντίςτοιχα, τότε το διάνυςμα τθσ εφαπτομζνθσ Δr  = r  − 

ro 
είναι ςυγγραμμικό με το To . 

Ειςαγωγή 2/2 
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Αρα ζχουμε 

(r   − r0 ) × To = 0, 

που είναι οι εξιςώςεισ τθσ εφαπτομζνθσ τθσ καμπφλθσ ςτο ςθμείο 
M0. Η παραμετρικι τθσ μορφι δίνεται από τθ ςχζςθ 

x − xο

f′(𝑡)
=

y − yο

𝑔′(𝑡)
=

z − zο

ℎ′(𝑡)
 

 

Εξίςωςη εφαπτόμενησ καμπφλησ 
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Με τον ίδιο τρόπο βρίςκουμε, ότι θ εξίςωςθ του κάκετου επιπζδου 
τθσ καμπφλθσ ςτο ςθμείο M0(x0, y0, z0) είναι θ 

(r   − r0 ) ・ To = 0, 

ι 

(x − x0) f′(t) + (y − y0) g′(t) + (z − z0) h′(t) = 0. 

Εξίςωςη κάθετου επιπζδου 
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Να βρεκεί θ εξίςωςθ του επιπζδου το οποίο τζμνει κάκετα τθν 
καμπφλθ Τ(t)=3t2 ex +(5t+5) ey +t3 ez  ςτο ςθμείο t=1. 

 

Λφςη: 

Α) Υπολογίηουμε το To = 
𝑑r
𝑑𝑡

 
𝑡=1

= 6t ex +5 ey +3t2 ez = 6ex +5 ey +3ez 
 

Άρα θ εξίςωςθ του επιπζδου είναι 
6 𝑥 − 3 + 5 𝑦 − 10 + 3 𝑧 − 1 = 0 

Παράδειγμα 



Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Γενικά Μακθματικά ΙΙ 

Τμιμα Φυςικισ Α.Π.Θ 
14 

Τζλοσ, είναι ενδιαφζρον να μελετιςουμε τθν εξίςωςθ τθσ 
εφαπτομζνθσ και του κάκετου επιπζδου ςτο ςθμείο M0 τθσ καμπφλθσ 
C2 που ςχθματίηει θ τομι των επιπζδων F(x, y, z) = 0 και G(x, y, z) = 0. 

 

Εξίςωςεισ ςε τομή επιπζδων 1/3   
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Η εφαπτομζνθ ςτθ καμπφλθ C2 ςτο ςθμείο M0 κα είναι ταυτόχρονα 
και θ τομι των δφο εφαπτόμενων επιπζδων ςτο ςθμείο M0, δθλαδι 
του επιπζδου . 

𝑥 − 𝑥𝜊

𝜕𝐹

𝜕𝑥
0

+ 𝑦 − 𝑦𝜊

𝜕𝐹

𝜕𝑦
0

+ 𝑧 − 𝑧𝜊

𝜕𝐹

𝜕𝑧
0

= 0 

Και 

𝑥 − 𝑥𝜊

𝜕𝐺

𝜕𝑥
0

+ 𝑦 − 𝑦𝜊

𝜕𝐺

𝜕𝑦
0

+ 𝑧 − 𝑧𝜊

𝜕𝐺

𝜕𝑧
0

= 0 

Εξίςωςεισ ςε τομή επιπζδων 2/3  
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Άρα θ εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ ςτθν τομι των δφο επιπζδων 
προκφπτει από τθ λφςθ του παραπάνω ςυςτιματοσ, 

x − xο

𝐷(𝐹, 𝐺)
𝐷(𝑦, 𝑧)

M
0

=
y − yο

𝐷(𝐹, 𝐺)
𝐷(𝑥, 𝑧)

M
0

=
z − zο

𝐷(𝐹, 𝐺)
𝐷(𝑥, 𝑦)

M
0

 

ενώ αντίςτοιχα του κάκετου επιπζδου ςτθν τομι τουσ κα είναι 

𝑥 − 𝑥𝜊

𝐷(𝐹, 𝐺)

𝐷(𝑦, 𝑧)
M

0

+ 𝑦 − 𝑦𝜊

𝐷(𝐹, 𝐺)

𝐷(𝑥, 𝑧)
M

0

+ 𝑧 − 𝑧𝜊

𝐷(𝐹, 𝐺)

𝐷(𝑥, 𝑦)
M

0

= 0 

Εξίςωςεισ ςε τομή επιπζδων 3/3  
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