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• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται ςε 
άδειεσ χριςθσ Creative Commons.  

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπωσ εικόνεσ, που 
υπόκειται ςε άλλου τφπου άδειασ χριςθσ, θ 
άδεια χριςθσ αναφζρεται ρθτϊσ.  

Άδειεσ Χρήςησ 



Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Γενικά Μακθματικά ΙΙ 

Τμιμα Φυςικισ Α.Π.Θ 
3 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό ζχει αναπτυχκεί ςτα πλαίςια 
του εκπαιδευτικοφ ζργου του διδάςκοντα. 

• Το ζργο «Ανοικτά Ακαδθμαϊκά Μακιματα ςτο 
Αριςτοτζλειο Πανεπιςτιμιο Θεςςαλονίκθσ» ζχει 
χρθματοδοτιςει μόνο τθ αναδιαμόρφωςθ του 
εκπαιδευτικοφ υλικοφ.  

• Το ζργο υλοποιείται ςτο πλαίςιο του Επιχειρθςιακοφ 
Προγράμματοσ «Εκπαίδευςθ και Δια Βίου Μάκθςθ» και 
ςυγχρθματοδοτείται από τθν Ευρωπαϊκι Ζνωςθ 
(Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εκνικοφσ πόρουσ. 

 

Χρηματοδότηςη 
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Η αναηιτθςθ των άκρων τιμϊν και ο χαρακτθριςμόσ τουσ 
ςε μζγιςτα, ελάχιςτα ι ςαγματικά ςθμεία είναι το 
αντικείμενο τθσ ενότθτασ αυτισ. Παράλλθλα μελετάμε τα 
δεςμευμζνα ακρότατα και ςυηθτάμε τθ χριςθ των 
πολλαπλαςιαςτϊν Lagrange. Είναι πολφ ςθμαντικό οι 
ενδιαφερόμενοι για το μάκθμα αυτό να εργαςτοφν ςτισ 
εφαρμογζσ των ακροτάτων ςτθ φυςικι.  

΢κοποί ενότητασ 
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1. Αναγκαίεσ ςυνκικεσ για ακρότατα 

2. Ικανι ςυνκικθ για ακρότατεσ τιμζσ 

3. Ακρότατα ςυναρτιςεων τριϊν μεταβλθτϊν 

4. Ακρότατα πεπλεγμζνων ςυναρτιςεων 

5. Ακρότατα υπό ςυνκικθ 

 

 

Περιεχόμενα ενότητασ 
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Αναγκαίεσ ςυνθήκεσ για ακρότατα 
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Ο υπολογιςμόσ των ακροτάτων τιμϊν μιασ ςυνάρτθςθσ αποτελεί 
μία από τισ πιο χριςιμεσ εφαρμογζσ του διαφορικοφ λογιςμοφ. Θα 
ξεκινιςουμε με τθ μελζτθ των ςυναρτιςεων δφο μεταβλθτϊν,         
z = f(x, y). Θα μελετιςουμε τισ αναγκαίεσ ςυνκικεσ για να ζχει θ 
ςυνάρτθςθ f ακρότατα ςτο πεδίο οριςμοφ τθσ. Εαν f(x, y) είναι μια 
αρικμθτικι ςυνάρτθςθ πραγματικϊν μεταβλθτϊν οριςμζνθ ςτον 
τόπο D ⊆ R2 και M0(x0, y0) ζνα ςθμείο του τόπου D τότε ορίηουμε το 
ςχετικό ή τοπικό μζγιςτο ι ελάχιςτο ωσ εξισ: 

ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 7.1: Αν υπάρχει περιοχή π (M0, δ ), για όλα τα ςημεία 
τησ οποίασ f(x, y) ≤ f(x0, y0), τότε λζμε ότι η f ζχει ςχετικό μζγιςτο, 
αντίθετα αν f(x, y) ≥ f(x0, y0) λζμε ότι, η f ζχει ςχετικό ελάχιςτο. 

Ειςαγωγή 
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Αν θ ςυνάρτθςθ f : D → R, όπου D ⊆ R2, είναι οριςμζνθ και 
διαφορίςιμθ ςτον τόπο D, τότε μία αναγκαία ςυνκικθ για να ζχει θ 
ςυνάρτθςθ αυτι ακρότατο ςτο ςθμείο M0 ∈ D είναι να μθδενίηονται 
όλεσ οι μερικζσ παράγωγοι πρϊτθσ τάξθσ ςτο ςθμείο αυτό. 

Η απόδειξθ του κεωριματοσ είναι εφκολο να γίνει γεωμετρικά. 
Ζχουμε ιδθ ςυηθτιςει ότι, το εφαπτόμενο επίπεδο ςτο ςθμείο M0 
τθσ ςυνάρτθςθσ z = f(x, y) περιγράφεται από τθ ςχζςθ. 

  𝑧 − 𝑧𝜊 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥 0
𝑥 − 𝑥𝜊 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦 0
𝑦 − 𝑦𝜊  (1) 

 

Θεώρημα 
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Αν το (𝜕f/𝜕x)0 = (𝜕f/𝜕y)0 = 0, τότε z = z0, που ςθμαίνει ότι το 
εφαπτόμενο επίπεδο είναι παράλλθλο ςτο επίπεδο (x, y) και όλα τα 
ςθμεία ςτθν περιοχι του (x0, y0) βρίςκονται πάνω ι κάτω από το       
z = z0 

΢υνζχεια Θεωρήματοσ 
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Είναι φανερό ότι, θ ςυνκικθ είναι αναγκαία, αλλά όχι ικανι για τθν 
φπαρξθ ακρότατου μιασ ςυνάρτθςθσ. Τα ακρότατα πρζπει να τα 
αναηθτιςουμε μεταξφ των λφςεων του ςυςτιματοσ. 

   
𝜕𝑓

𝜕𝑥 0
= 0     και   

𝜕𝑓

𝜕𝑦 0
= 0   (2) 

αλλά κάκε λφςθ του ςυςτιματοσ δεν είναι και ακρότατο τθσ 
ςυνάρτθςθσ f ςτο ςθμείο M0. ϋΕνασ άλλοσ τρόποσ παρουςίαςθσ των 

εξιςϊςεων (2) είναι (∇f)0 = 0.  

Τα ςθμεία μιασ επιφάνειασ z = f(x, y) που αποτελοφν λφςθ του 
ςυςτιματοσ των εξ. (2) λζγονται κρίςιμα ςημεία ι ςημεία ςτάςεωσ. 
Άρα τα ακρότατα μιασ ςυνάρτθςθσ f(x, y) είναι κρίςιμα ςθμεία τθσ 
επιφάνειασ z = f(x, y). 

 

 

Κρίςιμα ΢ημεία 
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Μποροφμε να γενικεφςουμε όλα τα παραπάνω και ςε περιςςότερεσ 
ςυντεταγμζνεσ. Ζτςι θ ςυνκικθ (2) παίρνει τθ μορφι 

  
𝜕𝑓

𝜕𝑥 0
= 0 ,

𝜕𝑓

𝜕𝑦 0
= 0 𝜅𝛼𝜄   

𝜕𝑓

𝜕𝑧 0
= 0            (3) 

αν θ ςυνάρτθςθ f(x, y, z), κ.ο.κ. 

 

Γενίκευςη 
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Να βρεκοφν τα ακρότατα τθσ ςυνάρτθςθσ f(x,y)=x4+16y4-2(x-2y)2. 

Απάντηςη: 

Ζχουμε 
𝜕𝑓

𝜕𝑥 0
= 4𝑥3 + 4 𝑥 − 2𝑦 = 0 ⟺ x − 2y = 𝑥3 

Και  
𝜕𝑓

𝜕𝑦 0
= 64𝑦3 − 8 𝑥 − 2𝑦 ⟺ x − 2y = −8𝑦3 

Λφνοντασ το ςφςτθμα προκφπτουν οτι τα ακρότατα ςθμεία τθσ 

ςυνάρτθςθσ f είναι τα (0,0) , (- 2,
2

2
), ( 2,−

2

2
). 

Παράδειγμα 1 
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Ικανή ΢υνθήκη για ακρότατεσ τιμζσ 
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Η ςυνκικθ 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
0

=  
𝜕𝑓

𝜕𝑦
0

= 0 

αν ιςχφει ςτο ςθμείο M0 του πεδίου οριςμοφ τθσ ςυνάρτθςθσ f(x, y), 
εξαςφαλίηει ότι θ ςυνάρτθςθ κα ζχει ζνα τουλάχιςτον κρίςιμο 
ςθμείο, αλλά δεν κακορίηει το είδοσ του δθλαδι, αν είναι μζγιςτο, 
ελάχιςτο ι ςαγματικό. Είναι φανερό ότι, για να κακορίςουμε το είδοσ 
του κριςίμου ςθμείου ςτο M0 χρειάηεται περιςςότερθ διερεφνθςθ. 

 

΢υνθήκη 
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Αναπτφςςοντασ τθ ςυνάρτθςθ f(x, y) ςε ςειρά Taylor ςτθ γειτονιά του 
(x0, y0) ζχουμε 

f(x0 + h, y0 + k) = f(x0, y0) + 
𝜕𝑓

𝜕𝑥 0
h +

𝜕𝑓

𝜕𝑦 0
k+ 

   + 
1

2!
ℎ

𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝑘

𝜕𝑓

𝜕𝑦

2
𝑓 𝑥𝑜, 𝑦𝑜 + 𝓠3 

όπου το 𝓠3 ςυμβολίηει όρουσ ανϊτερθσ τάξθσ. Το 𝓠3 είναι αμελθτζα 
αν τα h, k << 1, γιατί είναι άκροιςμα πολυϊνυμων τρίτθσ ι ανϊτερθσ 
τάξθσ. 

Ικανή ΢υνθήκη για ακρότατεσ τιμζσ 1/5 



Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Γενικά Μακθματικά ΙΙ 

Τμιμα Φυςικισ Α.Π.Θ 
16 

 

Είναι φανερό ότι, για να κακορίςουμε τθ φφςθ του κρίςιμου 
ςθμείου, αρκεί να προςδιορίςουμε το πρόςθμο τθσ διαφοράσ 

f = f(x0 + h, y0 + k) − f(x0, y0) = 

=
1

2!
ℎ2 𝜕𝑓

𝜕𝑥 0
+ 2ℎ𝑘

𝜕2𝑓

𝜕𝑥 𝜕𝑦 0
+ 𝑘2 𝜕𝑓

𝜕𝑥 0
 . 

Το πρόςθμο τθσ ποςότθτασ μζςα ςτθν αγκφλθ κακορίηει τθν τιμι του 
Δf. 

 

Ικανή ΢υνθήκη για ακρότατεσ τιμζσ 2/5 
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Αν ορίςουμε τισ ςτακερζσ 

A = (𝜕
 2f/ 𝜕x2)0 

B = (𝜕2f/ 𝜕x 𝜕y)0 

Γ = (𝜕2f/ 𝜕y2)0 

και Δ = B2 − AΓ ι ιςοδφναμα 

Δ = −
fxx fxy

fxy fyy
= (fxy)2 − fxx fyy 

τότε θ ςχζςθ (7.4) παίρνει τθ μορφι 

Δf = (1/2)k2[AW2 + 2BW + Γ ] 

όπου W = (h/k). 

Ικανή ΢υνθήκη για ακρότατεσ τιμζσ 3/5 
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Ζτςι το πρόςθμο τθσ f κα είναι το ίδιο με το πρόςθμο τθσ ζκφραςθσ 

 Ɗ = AW2 + 2BW + Γ 

     =Α 𝑊2 + 2𝑊
𝐵

𝐴
+

Γ

Α
 

     =Α 𝑊2 + 2𝑊
𝐵

𝐴
+

𝐵

𝐴

2
−

𝐵

𝐴

2
+

ΓΑ

Α2  

     =Α 𝑊 +
𝐵

𝐴

2 −Δ

𝐴

2

 

 

Ικανή ΢υνθήκη για ακρότατεσ τιμζσ 4/5 



Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Γενικά Μακθματικά ΙΙ 

Τμιμα Φυςικισ Α.Π.Θ 
19 

Διακρίνουμε τρεισ περιπτϊςεισ: 

1. Δ  < 0. Το πρόςθμο του Α κακορίηει το πρόςθμο του Δf. Αν το Α 
είναι κετικό ζχουμε ελάχιςτο ςτο M0 ενϊ ςτθν αντίκετθ 
περίπτωςθ ζχουμε μζγιςτο. (Λόγω ςυμμετρίασ τθ κζςθ του Α 
μπορεί να πάρει το Γ.) 

2. Δ  > 0, το τριϊνυμο Ɗ = 0 ζχει δφο πραγματικζσ και άνιςεσ ρίηεσ. Η 
τιμι Δf εξαρτάται από το W, άρα θ f δεν ζχει οφτε μζγιςτο οφτε 
ελάχιςτο. Σο ςημείο αυτό είναι ςαγματικό. 

3. Δ  = 0, το τριϊνυμο Ɗ = 0, ζχει μία πραγματικι ρίηα (−B/A), οπότε 
μπορεί να μετατραπεί ςτο γινόμενο A(W + B/A)2. ϋΑρα αν             
W ≠ (−B/A), το Ɗ παίρνει τθν τιμι του Α. Για W = −B/A το Ɗ 
μθδενίηεται, άρα πρζπει να διερευνιςουμε το πρόςθμο του 𝓠3 
για τθν τιμι αυτι του W. 

Ικανή ΢υνθήκη για ακρότατεσ τιμζσ 5/5 
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Συνοψίηοντασ τα παραπάνω καταλιγουμε ςε μια ςχετικά απλι διαδικαςία εφρεςθσ 
των τοπικϊν ακροτάτων. 
❶Λφνουμε το ςφςτθμα {fx = 0, fy = 0} και βρίςκουμε τα ςτάςιμα ι κρίςιμα ςθμεία 

Mi(xi, yi) τθσ ςυνάρτθςθσ.  
❷Για κάκε κρίςιμο ςθμείο χωριςτά υπολογίηουμε τισ παραςτάςεισ  Δ=f2

xy(xi, yi) − 
fxx(xi, yi)fyy(xi, yi) και A = fxx(xi, yi) (ι Γ = fyy(xi, yi)). ϋΕτςι ςτα κρίςιμα ςθμεία θ 
ςυνάρτθςθ μπορεί να παρουςιάηει:  

 ⟶Σχετικό ελάχιςτο αν το  Δ < 0 και A > 0 (Γ > 0), 

 ⟶ Σχετικο μζγιςτο αν το  Δ < 0 και A < 0 (Γ < 0), 

 ⟶ Δεν παρουςιάηει ακρότατο αν το  Δ > 0 (το ςθμείο M(x0, y0) λζγεται         
       ςαγματικό), 

 ⟶ Χρειάηεται περιςςότερθ διερεφνθςθ αν το  Δ= 0. Προςπακοφμε να   
        βροφμε το πρόςθμο τισ διαφοράσ f(x, y) − f(x0, y0) ςτθ περιοχι του    
       ςθμείου M0  

❸Αντικακιςτϊντασ τισ τιμζσ των κρίςιμων ςθμείων ςτθ ςυνάρτθςθ βρίςκουμε τισ 
ακρότατεσ τιμζσ τθσ. 

Διαδικαςία Εφρεςησ Ακροτάτων 
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Εκτόσ από τα μζγιςτα και ελάχιςτα ςυναντοφμε ςυχνά και τα 
ςαγματικά ςημεία. Η γραφικι παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ ςτθν 
περιοχι του ςαγματικοφ ςθμείου κυμίηει το γνωςτό μασ ςαμάρι 
(βλζπε Σχιμα). Στθ περιοχι του ςαγματικοφ ςθμείου M0(x0, y0) θ 
ςυνάρτθςθ f(x, y0) παρουςιάηει μζγιςτο (ι ελάχιςτο) ενϊ θ 
ςυνάρτθςθ f(x0, y) παρουςιάηει ελάχιςτο (ι μζγιςτο). 

΢αγματικά ΢ημεία 
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Να χαρακτθριςτοφν τα ακρότατα τθσ f(x,y)=x4+16y4-2(x-2y)2. 

Απάντηςη: 

Όπωσ είχαμε υπολογίςει, τα ακρότατα ςθμεία τθσ ςυνάρτθςθσ f είναι 

τα Μ1(0,0) , Μ2(- 2,
2

2
), Μ3( 2,−

2

2
). Στθ ςυνζχεια, υπολογίηουμε 

τθν ζκφραςθ Δ για κάκε ζνα από τα ςθμεία.Προκφπτει οτι: 

το Μ1(0,0) χρειάηεται περιςςότερθ διευρεφνθςθ αφου Δ=0, 

το Μ2(- 2,
2

2
) ελάχιςτο αφοφ Δ<0 και A > 0 (Γ > 0), 

το Μ3( 2,−
2

2
) ελάχιςτο αφοφ Δ<0 και A > 0 (Γ > 0). 

 

Παράδειγμα 2 



ΑΡΙ΢ΣΟΣΕΛΕΙΟ 

ΠΑΝΕΠΙ΢ΣΗΜΙΟ 

ΘΕ΢΢ΑΛΟΝΙΚΗ΢ 

Ακρότατα ςυναρτήςεων τριών 
μεταβλητών 
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Ο χαρακτθριςμόσ των κριςίμων ςθμείων ςε μζγιςτα ι ελάχιςτα για 
ςυναρτιςεισ τριϊν μεταβλθτϊν είναι δυςκολότεροσ. Αν ζχουμε ιδθ 
εξαςφαλίςει ότι το ςθμείο M0 επαλθκεφει το ςφςτθμα των 
εξιςϊςεων (fx = 0, fy = 0, fz = 0), τότε υπολογίηουμε τα πρόςθμα των 
οριηουςϊν 

Δ1 =

𝑓𝑥𝑥 𝑓𝑥𝑦 𝑓𝑥𝑧

𝑓𝑦𝑥 𝑓𝑦𝑦 𝑓𝑦𝑧

𝑓𝑧𝑥 𝑓𝑧𝑦 𝑓𝑧𝑧

 

Δ2 =
𝑓𝑥𝑥 𝑓𝑥𝑦

𝑓𝑥𝑦 𝑓𝑦𝑦
 

Ακρότατα ςυναρτήςεων τριών 
μεταβλητών 1/2 
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❶Δ1(x0, y0, z0) > 0, Δ2(x0, y0, z0) > 0, A > 0, τότε θ f(x0, y0, z0) 

παρουςιάηει ςτο ςθμείο M0 τοπικό ελάχιςτο το f(x0, y0, z0). 

❷Δ1(x0, y0, z0) < 0, Δ2(x0, y0, z0) > 0, A < 0 τότε θ f(x0, y0, z0) 
παρουςιάηει ςτο ςθμείο M0 τοπικό μζγιςτο το f(x0, y0, z0). 

❸Αν όλεσ οι παραςτάςεισ A, Δ1, Δ2 είναι διάφορεσ του μθδενόσ και 
δεν ιςχφουν οι προθγοφμενεσ ςυνκικεσ τότε θ f(x, y, z) δεν 
παρουςιάηει ακρότατο. 

❹Αν Δ1 ι Δ2 είναι μθδζν προςπακοφμε να βγάλουμε ςυμπζραςμα 
κάνοντασ εκτίμθςθ άμεςα του προςιμου τθσ διαφοράσ                    
f = f(x, y, z) − f(x0, y0, z0) 

 

Ακρότατα ςυναρτήςεων τριών 
μεταβλητών 2/2 
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Η μελζτθ των ακροτάτων τθσ ςυνάρτθςθσ z(x, y) που ορίηεται 
πεπλεγμζνα από τθν εξίςωςθ F(x, y, z(x, y)) = 0 ξεκινά από τθν εφρεςθ 
των λφςεων του ςυςτιματοσ zx = zy = 0 και ςτθ ςυνζχεια με τθ 
βοικεια των παραγϊγων ανϊτερθσ τάξθσ μποροφμε να 
διερευνιςουμε το χαρακτιρα των κριςίμων ςθμείων. 

Ακρότατα πεπλεγμζνων 
ςυναρτήςεων 
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Για τθν μελζτθ των άκρων τιμϊν τθσ ςυνάρτθςθσ z(x, y) που ορίηεται 
από τθν εξίςωςθ F(x, y, z) = 0 ακολουκοφμε τθν παρακάτω 
διαδικαςία. Υποκζτουμε ότι θ ςυνάρτθςθ F ζχει ςυνεχείσ μερικζσ 
παραγϊγουσ πρϊτθσ και δεφτερθσ τάξθσ.  
Λφνουμε το ςφςτθμα {Fx = 0, Fy = 0, F(x, y, z) = 0} και προςδιορίηουμε, 
αν υπάρχουν, τισ λφςεισ. Αν M0(x0, y0, z0) ειναι μία λφςθ του 
ςυςτιματοσ που ςυγχρόνωσ επαλθκεφει τθ ςχζςθ Fz(x0, y0, z0) ≠ 0 
τότε, με βάςθ το κεϊρθμα των πεπλεγμζνων ςυναρτιςεων, ορίηεται 
θ ςυνάρτθςθ z(x, y). 

Διαδικαςία Εφρεςησ Ακροτάτων ςε 
πεπλεγμζνεσ ςυναρτήςεισ 1/2 
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Να βρεκοφν τα ακρότατα τθσ πεπλεγμζνθσ ςυνάρτθςθσ z(x,y) ςτθν 
ζκφραςθ F=x2+2y2+3z2-2xy-2yz-2=0. 

Απάντηςη: 

Αρχικά κα εξετάςουμε εάν Fz≠ 0 ςτα πικανά ακρότατα ςθμεία 
Μj(xo,yo,zo). Στθν ςυνζχεια, υπολογίηουμε τθν ορίηουςα Δ για να 
καταλιξουμε ςτο είδοσ των ακροτάτων. Άρα, 

2𝑥 + 6𝑧zx − 2𝑦 − 2𝑦zx = 0 ⟹ zx =
𝑦 − 𝑥

3𝑧 − 𝑦
 

Ομοίωσ για το zy 
.Τα ςθμεία που προκφπτουν είναι Μ1(1,1,1) και Μ2(-

1,-1,-1).  

Για το ςθμείο Μ1: zxx=-1/2 , zyy=-1 , zxy=1/2 άρα Δ<0 & Α>0 μζγιςτο 

Για το ςθμείο Μ2: zxx=1/2 , zyy=1 , zxy=-1/2 άρα Δ<0 & Α<0  ελάχιςτο 

 

Παράδειγμα 3 
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Αν το ςθμείο (x0, y0) βρίςκεται ςτο εςωτερικό του πεδίου οριςμοφ τθσ 
ςυνάρτθςθσ z(x, y) τότε θ μελζτθ του χαρακτιρα (μζγιςτο ι ελάχιςτο) των 
άκρων τιμϊν ςτθρίηεται ςτισ ακόλουκεσ ςχζςεισ: 

Αν  

Fz(x0, y0, z0)Fxx(x0, y0, z0) < 0 
 και το Fxx(x0, y0, z0)Fyy(x0, y0, z0) − Fxy(x0, y0, z0)2 < 0 τότε το ςθμείο 
 (x0, y0)  είναι κζςθ τοπικου ελαχίςτου που είναι το z(x0, y0) = z0. 

Αν  

Fz(x0, y0, z0)Fxx(x0, y0, z0) > 0  
 και το Fxx(x0, y0, z0)Fyy(x0, y0, z0) − Fxy(x0, y0, z0)2 < 0 τότε το ςθμείο 
 (x0, y0) είναι κζςθ τοπικου μεγίςτου που είναι το z(x0, y0) = z0. 

Αν  

Fz(x0, y0, z0)Fxx(x0, y0, z0) = 0  
 δεν βγάηουμε ςυμπζραςμα με τθ μζκοδο αυτι. 

Διαδικαςία Εφρεςησ Ακροτάτων ςε 
πεπλεγμζνεσ ςυναρτήςεισ 2/2 



ΑΡΙ΢ΣΟΣΕΛΕΙΟ 

ΠΑΝΕΠΙ΢ΣΗΜΙΟ 

ΘΕ΢΢ΑΛΟΝΙΚΗ΢ 

Ακρότατα υπό ςυνθήκη 
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Σε πολλά φυςικά ςυςτιματα, ηθτάμε τα ακρότατα μιασ ςυνάρτθςθσ     
z = f(x, y), όταν τα x, y δεν είναι ανεξάρτθτα μεταξφ τουσ, δθλαδι όταν 
υπόκεινται ςε μια επιπλζον ςυνκικθ φ(x, y) = 0. Για παράδειγμα, 
μπορεί να ηθτάμε τθ μζγιςτθ τιμι του δυναμικοφ U = U(x, y) πάνω ςτο 
κφκλο x2 + y2 = α2. Στθν περίπτωςθ αυτι κα λζμε ότι ψάχνουμε τθν 
ακρότατθ τιμι τθσ ςυνάρτθςθσ f(x, y) υπό τη ςυνθήκη φ(x, y) = 0, 
δθλαδι κα μελετιςουμε τθ ςυνάρτθςθ f(x, y(x)) τθσ μιάσ μεταβλθτισ. 
ϋΟμοια αν αναηθτοφμε τα ακρότατα τθσ ςυνάρτθςθσ   f(x, y, z) οταν οι 
μεταβλθτζσ (x, y, z) ςυνδζονται μεταξφ τουσ με το δεςμό φ(x, y, z) = 0. 
Αν είναι εφκολο να λφςουμε τθν εξίςωςθ φ(x, y, z) = 0 ωσ προσ μία από 
τισ μεταβλθτζσ τισ π.χ. z(x, y) και ςτθ ςυνζχεια τθν αντικαταςτιςουμε 
ςτθ ςυνάρτθςθ f(x, y, z(x, y)) τότε μετατρζπεται ςε ςυνάρτθςθ δφο 
μεταβλθτϊν και αναλφεται με τθ μζκοδο που ιδθ μελετιςαμε. 

 

Ειςαγωγή 



Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Γενικά Μακθματικά ΙΙ 

Τμιμα Φυςικισ Α.Π.Θ 
32 

 

Στθν πράξθ παρουςιάηονται προβλιματα ςτα οποία θ λφςθ y = φ(x) 
δεν είναι εφκολθ. Στισ περιπτϊςεισ αυτζσ καταφεφγουμε ςτθν 
παρακάτω μζκοδο των πολλαπλαςιαςτϊν Lagrange.  

Αν ηθτάμε τα ακρότατα τθσ ςυνάρτθςθσ f(x, y) με δεδομζνθ τθ 
ςυνκικθ φ(x, y) = 0, τότε μποροφμε να ορίςουμε μια νζα ςυνάρτθςθ 

F(x, y) = f(x, y) + λ φ(x, y) 

όπου ο λ κα ονομάηεται ο πολλαπλαςιαςτήσ Lagrange.  

 

Πολλαπλαςιαςτζσ Lagrange 
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Για να υπάρχει κρίςιμο ςθμείο κα πρζπει να ιςχφουν ταυτόχρονα οι 
ςχζςεισ, 

   
𝜕F

𝜕x
= 0 =

𝜕f

𝜕x
+ λ

𝜕φ

𝜕x
  (5) 

   
𝜕F

𝜕y
= 0 =

𝜕f

𝜕y
+ λ

𝜕φ

𝜕y
  (6) 

και 

   
𝜕F

𝜕x
= 0 = φ(x, y)  (7) 

Οι εξιςϊςεισ (5) - (7) μποροφν επίςθσ να γραφοφν με τθ μορφι 

∇f + λ∇φ = 0. 
Η λφςθ του ςυςτιματοσ των εξιςϊςεων (5)-(7) κα δϊςει τα κρίςιμα 
ςθμεία. Τα ακρότατα, αν υπάρχουν, κα βρίςκονται μεταξφ των 
λφςεων του ςυςτιματοσ. 

΢υνθήκη Τπαρξησ Κρίςιμου ΢ημείου 
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Εάν μία ςυνάρτθςθ τριϊν μεταβλθτϊν f(x, y, z) είναι οριςμζνθ ςτο R3, 
ζχει ςυνεχείσ παραγϊγουσ και υπόκεινται ςε δφο περιοριςμοφσ    
φ1(x, y, z) = 0, φ2(x, y, z) = 0, τότε θ ςυνάρτθςθ που πρζπει να 
μελετθκεί είναι θ 

F(x, y, z, φ1, φ2) = f(x, y, z) + λ1 φ1(x, y, z) + λ2φ2 (x, y, z). 

 
Τα ςτάςιμα ςθμεία βρίςκονται από τθ λφςθ των εξιςϊςεων Fx = 0,    
Fy = 0, Fz = 0, F λ1 = 0, F λ2 = 0. Ο χαρακτθριςμόσ των ςτάςιμων 
ςθμείων αν δεν προκφπτει εφκολα από τη γεωμετρική ανάλυςη τησ 
ςυνάρτηςησ κα πρζπει να γίνει με βάςθ τθν ορίηουςα. 

΢τάςιμα ΢ημεία 1/2  
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Δ = −

Fxx Fxy

Fyx Fyy
      

Fxz φ1x φ2x

Fyz φ1y φ2y

Fzx Fzy

φ1x φ1y
   

Fzz φ1z φ2z

φ1z 0 0
φ2x φ2y    φ2z 0     0

 

 
Αν θ Δ (x0, y0, z0, λ1, λ2) > 0 ζχουμε ελάχιςτο, ενϊ αν  Δ < 0 μζγιςτο. 

΢τάςιμα ΢ημεία 2/2 
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Αν μασ ενδιαφζρει να μελετιςουμε τα ακρότατα τθσ ςυνάρτθςθσ f(x, y, z), θ 
οποία είναι οριςμζνθ ςτο R3, ζχει ςυνεχείσ παραγϊγουσ και υπόκειται ςτο 
δεςμό  

φ(x, y, z) = 0  
τότε λφνουμε το ςφςτθμα των εξιςϊςεων Fx = 0, Fy = 0, Fz = 0, Fλ = 0.  Αν το 
ςθμείο M(x0, y0, z0, ) είναι κρίςιμο ςθμείο, υπολογίηουμε τισ ορίηουςεσ ςτο M0 

Δ1 = −

Fxx Fxy

Fyx Fyy
     

Fxz φx

Fyz φy
 

Fzx Fzy

φx φy       
 
Fzz φz

φz 0
  

 

Δ2 = −
Fyy Fyz φy

Fzy Fzz φz

φy φz 0
 

Αν Δ1 < 0 και Δ2 < 0, τότε θ f παρουςιάηει ελάχιςτο ςτο ςθμείο M, ενϊ αν Δ1 < 0 
και Δ2 > 0 παρουςιάηει μζγιςτο. 

Ακρότατα ΢ημεία 
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Να βρεκοφν τα ακρότατα τθσ εξίςωςθσ f(x,y)=x2+y2 όταν αυτά είναι 
ςθμεία του κφκλου (x-1)2+(y-1)2=1/4. 

Απάντηςη: 

Εφόςον, τα μζγιςτα και ελάχιςτα τθσ εξίςωςθσ υπόκεινται ςε 
ςυνκικθ, ςφμφωνα με τον Lagrange μποροφμε να δθμιουργιςουμε 
μια νζα εξίςωςθ και να αναηθτιςουμε τα ακρότατα εκείνθσ τθσ 
ςυνάρτθςθσ. Άρα, 

F(x,y)= x2+y2+λ[(x-1)2+(y-1)2-1/4] 

Για να υπάρχει κρίςιμο ςθμείο κα πρζπει να ιςχφουν ταυτόχρονα οι 
ςχζςεισ,(5),(6) και (7). Οι λφςεισ του ςυςτιματοσ που προκφπτει 

δίνουν τα ςθμεία (1 −
2

4
, 1 −

2

4
) και (1 +

2

4
, 1 +

2

4
) . 

Παράδειγμα 4 
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