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• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται ςε 
άδειεσ χριςθσ Creative Commons.  

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπωσ εικόνεσ, που 
υπόκειται ςε άλλου τφπου άδειασ χριςθσ, θ 
άδεια χριςθσ αναφζρεται ρθτώσ.  

Άδειεσ Χρήςησ 
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• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό ζχει αναπτυχκεί ςτα πλαίςια 
του εκπαιδευτικοφ ζργου του διδάςκοντα. 

• Το ζργο «Ανοικτά Ακαδθμαϊκά Μακιματα ςτο 
Αριςτοτζλειο Πανεπιςτιμιο Θεςςαλονίκθσ» ζχει 
χρθματοδοτιςει μόνο τθ αναδιαμόρφωςθ του 
εκπαιδευτικοφ υλικοφ.  

• Το ζργο υλοποιείται ςτο πλαίςιο του Επιχειρθςιακοφ 
Προγράμματοσ «Εκπαίδευςθ και Δια Βίου Μάκθςθ» και 
ςυγχρθματοδοτείται από τθν Ευρωπαϊκι Ζνωςθ 
(Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εκνικοφσ πόρουσ. 

 

Χρηματοδότηςη 
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Στθν ενότθτα αυτι παρουςιάηονται οριςμζνεσ εφαρμογζσ 
των μεγίςτων και ελαχίςτων. Οι ενδιαφερόμενοι 
καλοφνται να είναι ςε κζςθ να εφαρμόηουν τθν κεωρία 
των μεγίςτων και ελαχίςτων πάνω ςε προβλιματα. 

Σκοποί ενότητασ 
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Να βρεκεί θ ελάχιςτθ απόςταςθ του ςθμείου Μ(1,0,-2) από το 
επίπεδο x+2y+z=4. 

Απάντηςη: 

Η απόςταςθ d2 ενόσ ςθμείου (x,y,z) από το ςθμείο Μ είναι 

d2=(x-1)2+y2+(z+2)2=4⟺ 

d2=(x-1)2+y2+(4-x-2y)2=4⟺ 

d2=(x-1)2+y2+(6-x-2y)2=0 

Πζρνωντασ τα 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
 και 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
 ίςα με το 0, καταλιγουμε οτι το μόνο κρίςιμο 

ςθμείο είναι το (11/6,5/3),το οποίο είναι και ολικό ελάχιςτο αφοφ 
Δ<0 και fxx>0.Η ελάχιςτθ απόςταςθ μετά απο αντικατάςταςθ είναι 
5 6/6. 

 

Παράδειγμα 1 
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Να βρεκεί θ ακρότατθ απόςταςθ των ςθμείων τθσ επιφάνειασ 
2x2+3y2+2z2+2xz=0 από το επίπεδο z=0. 

Απάντηςη: 

Επειδι ηθτάμε τα ακρότατα μιασ ςυνάρτθςθσ τα οποία δεν είναι 
ανεξάρτθτα μεταξφ τουσ, δθλαδι υπόκεινται ςε μια επιπλζον ςυνκικθ, 
κάνουμε χριςθ του πολλαπλαςιαςτι Lagrange ωσ εξισ 

F(x, y) = z2+ λ (2x2+3y2+2z2+2xz)  

Για να υπάρχει κρίςιμο ςθμείο κα πρζπει να ιςχφουν ταυτόχρονα οι 
ςχζςεισ, 

𝜕F

𝜕x
= 0= 2x+2z ,  

𝜕F

𝜕y
= 0 = 6y και φ x, y = 0 = 2x2+3y2+2z2+2xz   

Λφνοντασ το ςφςτθμα προκφπτει το ςθμείο (0,0,0). 
 

Παράδειγμα 2 



Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Γενικά Μακθματικά ΙΙ 

Τμιμα Φυςικισ Α.Π.Θ 
7 

Θζλουμε να καταςκευάςουμε ζνα κουτί (χωρίσ καπάκι) 12m2 και 
κζλουμε να το φτιάξουμε ζτςι ώςτε να πάρουμε τον μζγιςτο όγκο 
από αυτο. 

Απάντηςη: 

Το εμβαδό του κουτιοφ είναι S=xy+2xz+2yz=12 ενώ ο όγκοσ του 
V=xyz. Λφνοτασ ωσ προσ z και αντικακιςτώντασ τθν ςχζςθ ςτον όγκο 
προκφπτει 

V=xyz=xy
12−𝑥𝑦

2(𝑦−𝑥)
=

12𝑥𝑦−𝑥2𝑦2

2(𝑦−𝑥)
 

Τα ακρότατα βρίςκονται από τισ ςχζςεισ 
𝜕𝑉

𝜕𝑥
 , 

𝜕𝑉

𝜕𝑦
=0. Οι διαςτάςεισ που 

προκφπτουν για τθν μεγιςτοποίθςθ του όγκου είναι οι (2,2,1). 

 

Παράδειγμα 3 
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Να βρεκοφν τα ακρότατα τθσ ςυνάρτθςθσ f(x,y)=x-2xy+2y, όταν 0≤x≤3 και 0≤y≤2. 
Απάντηςη: 

Ψάχνουμε για ακρότατα όχι μόνο ςτισ  
𝜕f

𝜕x
 ,  

𝜕f

𝜕y
 , αλλά και ςε όλεσ εκείνεσ τισ 

περιπτώςεισ που ορίηουν τα x,y. Στθν ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ ορίηουν επίπεδο. 
𝜕f

𝜕x
= 0 ⟹ 𝑦 = 1/2 και 

𝜕f

𝜕y
= 0 ⟹ 𝑥 = 1 , άρα το ςθμείο (1,1/2) είναι ακρότατο τθσ 

ςυνάρτθςθσ (μζγιςτο αφοφ Δ>0) και, 
Για x=0⟹ f=2y. Αφοφ 0≤y≤2 δθμιουργείται ενα μζγιςτο και ζνα ελάχιςτο ςτισ 
ακραίεσ τιμζσ του y. Άρα, τα ςθμεία (0,0) και (0,2) είναι ελάχιςτο και μζγιςτο 
αντίςτοιχα. 
Για x=3 ⟹ f=3-4y. Άρα, τα ςθμεία (3,0) και (3,2) είναι μζγιςτο και ελάχιςτο 
αντίςτοιχα. 
Για y=0 ⟹ f=x ⟶ Άρα, τα ςθμεία (0,0) και (2,0) είναι ελάχιςτο και μζγιςτο 
αντίςτοιχα 
Για y=2 ⟹ f=-3x+4⟶ Άρα, τα ςθμεία (0,2) και (3,2) είναι ελάχιςτο και μζγιςτο 
αντίςτοιχα 

 

Παράδειγμα 4 
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Να βρεκοφν τα ακρότατα τθσ ςυνάρτθςθσ f(x,y)=x-2xy+2y, μζςα ςτον 
δακτφλιο (x-1)2+(y-2)2=4 

Απάντηςη: 

Για το εςωτερικό του κφκλου 

𝜕f

𝜕x
= 0 ⟹ 𝑦 = 1/2 και 

𝜕f

𝜕y
= 0 ⟹ 𝑥 = 1 , άρα το ςθμείο (1,1/2) είναι 

ακρότατο τθσ ςυνάρτθςθσ. 

Για τθν περιφζρεια του κφκλου παίρνω τον πολλάπλαςιαςτι 
Lagrange διοτι υκόκειται ςε ςυνκικθ άρα θ ςυνάρτθςθ γίνεται 

F=x-2xy-2y+λ 𝑥 − 1 2 + 𝑦 − 2 2 − 4  

Ποιζσ λφςεισ βρικατε ωσ ακρότατα? 

Παράδειγμα 5 
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Να βρεκοφν τα ακρότατα τθσ ςυνάρτθςθσ f(x,y)=x2-2xy+2y, όταν 
0≤x≤3 και 0≤y≤2.  

Απάντηςη: 

𝜕f

𝜕x
= 0 ⟹ 𝑦 = 𝑥 και 

𝜕f

𝜕y
= 0 ⟹ 𝑥 = 1 , άρα το ςθμείο (1,1) είναι 

ςαγματικό και, 

Για x=0⟹ f=2y. Απορρίπτεται 

Για x=3 ⟹ f(x,y)=9-4y⟶ Απορρίπτεται 

Για y=0 ⟹ f(x,y)=x2⟶ Άρα, το ςθμείο (0,0) είναι ελάχιςτο  

Για y=2 ⟹ f(x,y)=x2-4x+4 ⟶ άρα το ςθμείο (2,2) είναι μζγιςτο 

Παράδειγμα 6 
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Να βρεκοφν τα ακρότατα τθσ ςυνάρτθςθσ f(x,y)=x2+y, που είναι ταυτόχρονα 
και ςθμεία του κφκλου 𝑥2 + 𝑦2 = 1. 

Απάντηςη: 

Παίρνω τον πολλάπλαςιαςτι Lagrange διοτι θ ςυνάρτθςθ υπόκειται ςε 
ςυνκικθ άρα 

F(x,y)=x2+y+λ(x2+y2-1) 

Πρζπει, 
𝜕F

𝜕x
= 0 ⟹ 2𝑥 + 2𝜆𝑥 = 0 ⟹ λ = −1 ή x = 0 

𝜕f

𝜕y
= 0 ⟹ 1 + 2𝜆𝑦 = 0 ⟹ y = −1/2λ 

𝜕f

𝜕λ
= 0 ⟹ 𝑥2 + 𝑦2 − 1 = 0 

Παράδειγμα 7 
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Για λ=-1 ⟹ y =
1

2
 και x=± 3/2 

Για x=0 ⟹ y = ±1 

Άρα τα ακρότατα τθσ ςυνάρτθςθσ βρίςκονται ςτα ςθμεία (0,-1) 

,(0,1),( 3/2,1/2) και (- 3/2,1/2). 

Υπολογίηοντασ τθν τιμι τθσ f για τα τζςςερα αυτά ςθμεία βρίςκουμε 

f(0,1)=1, f(0,-1)=-1, f(± 3/2,1/2=5/4. Άρα θ μζγιςτθ τιμι τθσ f ςτον 

κφκλο είναι θ f(± 3/2,1/2=5/4 και θ ελάχιςτθ θ f(0,-1)=-1. 

Συνζχεια παραδείγματοσ 7 
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Να βρεκεί θ μζγιςτθ και θ ελάχιςτθ απόςταςθ του ςθμείου P(3,1,-1) 
απο τθν ςφαίρα x2+y2+z2=4. 

Απάντηςη: 

Η απόςταςθ d2 του ςθμείου από τθν ςφαίρα είναι 

d2=(x-3)2+(y-1)2+(z+1)2. 

Και 

F(x,y,z)=(x-3)2+(y-1)2+(z+1)2+λ(x2+y2+z2-4) 

Μθδενίηουμε τισ πρώτεσ παραγώγουσ και λφνουμε το ςφςτθμα που 
προκφπτει για να βροφμε τα ςθμεία. Ζτςι λοιπόν ζχουμε: 

Παράδειγμα 8 
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𝜕F

𝜕x
= 0 ⟹ 𝑥 − 3 + 𝑥𝜆 = 0 ⟹ λ =

3

x
− 1 

𝜕f

𝜕y
= 0 ⟹ 𝑦(1 + 𝜆) = 1 

𝜕f

𝜕z
= 0 ⟹ 𝑧 1 + 𝜆 = −1 

𝜕f

𝜕λ
= 0 ⟹ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 4 = 0 

Αντικακιςτώντασ το λ ςτισ επόμενεσ 2 εξιςώςεισ προκφπτει ότι y=x/3 
και z=-x/3. Στθν ςυνζχεια, βάηουμε τισ τιμζσ αυτζσ ςτθν τελευταία 
εξίςωςθ όπου βγαίνει οτι x=±6/ 11. Για x=6/ 11 το ςθμείο είναι το 
(6/ 11, 11/3,− 11/3). Για x=-6/ 11 το ςθμείο είναι το (6/ 11, 
− 11/3, 11/3. Άρα θ max-min απόςταςθ είναι 5.87 και 1.44  

 

Συνζχεια παραδείγματοσ 8 
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Βρείτε τθν μζγιςτθ τιμι τθσ ςυνάρτθςθσ f(x,y,z)=x+2y+3z ςτθν 
καμπφλθ που δθμιουργείται από τθν τομι του επιπζδου x-y+z=1 και 
του κυλίνδρου 𝑥2 + 𝑦2=1. 

Απάντηςη: 

Αρχικά, λφνουμε το ςφςτθμα των εξιςώςεων που προκφπτει από τθν 
παραμετροποίθςθ των πολλαπλαςιαςτών Lagrange. 

F=x+2y+3z+λ(x-y+z-1)+μ(𝑥2 + 𝑦2-1) 

Τα αποτελζςματα που προκφπτουν είναι x= ±2/ 29 , y= ±5/ 29 και 

z= 1±7/ 29. Η μζγιςτθ τιμι τθσ f πάνω ςτθν καμπφλθ είναι 3+ 29. 

Παράδειγμα 9 
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