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Ενότητα 4η: Όρια και Συνζχεια 

1. Για να είναι θ ςυνάρτθςθ f(x, y) ςυνεχισ ϑα πρζπει να δείξουμε ότι 

                      = f(0, 0). 

Η ςυνάρτθςθ (f(x, y)) αναλφεται ςε γινόμενο μιασ μθδενικισ f1 = 

(x2+y2) και μιάσ ϕραγμζνθσ f2 = (sin(1/x)+sin(1/y) άρα το όριο 

υπάρχει και είναι το μθδζν. Συμπεραίνουμε ότι θ ςυνάρτθςθ είναι 

ςυνεχισ. 

 

 

2. Για να υπολογίςουμε το όριο πλθςιάηουμε τθν αρχι των αξόνων με 

δφο διαφορετικζσ καμπφλεσ x = y =z = t ⇒   ⃗ = t   ̂ +t   ̂ +t   ̂ και το 

όριο είναι 1/3, ενώ αν τθν προςεγγίςουμε με τθν καμπφλθ x = y = −z 

⇒  ⃗ = t   ̂ + t   ̂ − t   ̂  το όριο είναι −1. Συμπεραίνουμε ότι το όριο 

δεν υπάρχει. 

 

3. Για να εξετάςουμε το όριο χρθςιμοποιοφμε τα διαδοχικά όρια. ΄Αρα 

     
   

   
   

 
                

   
     

   

      

 
   

αντιςτρζφοντασ τθν ςειρά ζχουμε 

     
   

   
   

 
                

   
     

   

      

 
   

 

4. Χωρίηουμε τθν ςυνάρτθςθ ςε δφο ςυναρτιςεισ 

(
   

     
)(

√         

     
)       

Για τθν f1 ζχουμε y3 ≤ y3 + x2 άρα 
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|
   

     
  |  | |        

(τετραγωνικι περιοχι ςθμείου) άρα το όριο είναι το μθδζν. Για το f2 

   
   

√         

     
     

   

 

√       
  

 

 
 

Συμπεραίνουμε ότι το όριο είναι το μθδζν. 

 

5. Κάνουμε το μεταςχθματιςμό u = x − 1, v = y − 2,w = z + 3 και το όριο 

μετατρζπεται 

   
           

     

           
 

Είναι εφκολο από εδώ και πζρα να κάνουμε ζναν ακόμα 

μεταςχθματιςμό ςε πολικζσ ςυντεταγμζνεσ για να καταλιξουμε ςτο 

γινόμενο μιασ μθδενικισ ςυνάρτθςθσ (r → 0) με μία ϕραγμζνθ και 

να ςυμπεραίνουμε ότι το όριο είναι το μθδζν 

 

 

6. (α) Η ςυνάρτθςθ μεταςχθματίηεται ςτθν 

  

  
 

   

  √  √    

αντικακιςτώντασ το y4 = mx2 καταλιγουμε ςτθ ςχζςθ   
 

 
 e−1/m όταν 

το x → 0. Συμπεραίνουμε ότι το όριο δεν υπάρχει.  

 

(ϐ) Ακολουκώντασ δφο διαφορετικζσ καμπφλεσ (ι) y = x ζχουμε 

f2 (x, x) = 

(  
      

   ) 
  

        
 (

      

  
) (

   

         
)    
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Πολφ κοντά ςτο μθδζν ϑα πλθςιάηει το −∞. Αν πλθςιάςουμε τθν 

αρχι των αξόνων με τθν ευκεία y = −x 

 

f2 (x, -x) = 

(  
      

  
) 

  

        
 (

      

   ) (
   

         
)    

 

   

και πολφ κοντά ςτο μθδζν πλθςιάηει το +∞. Το ςυμπζραςμά μασ 

είναι ότι το όριο δεν υπάρχει. 

 

 

7. Μεταςχθματίηω τθ ςυνάρτθςθ 
     

        
  ςε πολικζσ ςυντεταγμζνεσ : 

 

     

        
 

                   

     
 

                 

    

                      

με x=rcos κ ,  y= r sin κ ,  r2 = x2+ y2 . 

Αν m+n-2p=0 τότε θ ςυνάρτθςθ κα είναι θ              οπότε το 

όριο όταν το r⟶ 0  κα είναι απροςδιόριςτο. Αν m+n-2p < 0 τότε κα 

ιςχφει για τθ ςυνάρτθςθ  
  

 |      |             οπότε το όριο 

όταν το r⟶ 0, το 
  

 |      |                οπότε το όριο τθσ 

ςυναρτθςθσ κα είναι -  αν               . Τζλοσ, όταν m+n-2p 

> 0, το           και αφοφ το             είναι φραγμζνο 

μεταξφ δφο πραγματικών αρικμών το όριο τθσ ςυνάρτθςθσ κα είναι 

το μθδζν.  

Γενικά το όριο κα υπάρχει ςίγουρα αν m+n-2p > 0 άρα: 
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 {

                                   

                        
 

} 

Με μερικζσ ίςωσ εξαιρζςεισ όπου το          μασ δίνει -∞ ι 

+∞ . 

 

8.  

   
   

   
   

          
   

   
   

              

            
    

   

       

      
       

   

     

      

       
   

     
 

     

       
   

      

 
  

 

 
 

   
   

   
   

          
   

   
   

              

            
    

   

        

     
       

   

      

     

       
   

      
 

     

       
   

          

   
   

                
   

             άρα δεν υπάρχει το όριο τθσ 

f(x,y) ςτο (0,0). 

 

9. Μεταςχθματίηω τθ ςυνάρτθςθ 
    

       ςε πολικζσ ςυντεταγμζνεσ : 

    

      
              

   με x=r cos κ ,  y= r sin κ ,  r2 = x2+ y2 . 

 
Όταν x,y⟶ ∞ και το r⟶ ∞. 
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Όταν r⟶∞,  το 
 

 
⟶ 0  και αφοφ θ               είναι φραγμζνθ 

αφοφ είναι άκροιςμα τριγωνομετρικών, ζχουμε μθδενικι επί 

φραγμζνθ άρα το όριο τθσ f(x,y) είναι μθδζν.  

              
    

        . 

 

 

 

 


