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Ενότητα 11η: Μζγιςτα και Ελάχιςτα 

1. Για να μελετιςουμε τα ακρότατα τθσ απόςταςθσ τθσ αρχισ των αξόνων από 

τθν τομι των δφο παραπάνω επιφανειϊν ϑα χρθςιμοποιιςουμε τθ μζκοδο 

των πολλαπλαςιαςτϊν lagrange, όπου το ϱόλο των δεςμϊν ϑα πάρουν οι 

εξιςϊςεισ των δφο επιφανειϊν. Θεωροφμε επομζνωσ τθ ςυνάρτθςθ: 
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Για τα κρίςιμα ςθμεία τθσ F πρζπει όλεσ οι παραπάνω μερικζσ παράγωγοι να 

ζχουν μθδενικι τιμι. ϋΕτςι ζχουμε : 
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Για μ≠0 : (1),(2)⟹
 

 (   )
    ⟹     (   ) ⟹          

       και μαζί με την ( ) προκύπτει ότι: x    /   y    / . ΄Ετςι η ( ) 

γίνεται :  z  
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΄Αρα ζνα κρίςιμο ςθμείο τθσ F είναι το (1/5, 2/5, 13/5): 

Για μ = 0: Προκφπτει ότι x = y ι λ = −1/2 

Για x = y: (5) ⇒ x = y = 1/3, (4) :⇒ 2z + 4 · 1y − 3 = 0 ⇒ 18z + 4 − 27 = 0 ⇒ 18z = 

23 ⇒ z = 23/18 

ϋΑρα ακόμθ ζνα κρίςιμο ςθμείο είναι το (1/3, 1/3, 23/18) 

Για λ = −1/2 : (3) ⇒ z = 1/2, (4) ⇒             ⟹         . 
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Και ακόμθ εξαιτίασ τθσ (5) προκφπτει ότι : y = 0 και x = 1 ι y = 4/5 και x = −3/5. 

Επομζνωσ όλα τα κρίςιμα ςθμεία είναι τα: 

A(1/5, 2/5, 13/5), B(1/3, 1/3, 23/18), Γ(1, 0, 1/2), Δ(−3/5, 4/5, 1/2) 

Η ηθτοφμενθ απόςταςθ ιςοφται με   √         και προφανϊσ ζχει τα 

ίδια ακρότατα με το τετράγωνό τθσ. ϋΕτςι, για να ϐροφμε τθν ελάχιςτθ τιμι 

τθσ d αρκεί να ϐροφμε για ποιο από τα παραπάνω κρίςιμα ςθμεία θ d2 αποκτά 

τθν μικρότερθ τιμι: 

Είναι : 
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Επομζνωσ     
  

 

 
⟹      

√ 

 
 μονάδεσ μικουσ. 

 

2. Παρατθροφμε ότι το ςθμείο Α αποτελεί μία από τισ κορυφζσ τθσ δοκείςασ 

ζλλειψθσ. Τότε το ηθτοφμενο τρίγωνο ϑα ζχει τθ μορφι τθσ εικόνασ. 

Προφανϊσ, κακϊσ πρόκειται για τρίγωνο εγγεγραμμζνο ςτθν ζλλειψθ με τθν 

παραπάνω εξίςωςθ ϑα ιςχφουν : 

−2 < xB, xΓ < 2, −1 ≤ yB, yΓ ≤ 1, yB > 0 

Ακόμθ, επειδι θ πλευρά BΓ είναι κάκετθ ςτον Ox ζπεται ότι ϑα ιςχφει : xB = xΓ. 
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Ακόμθ, ϑα είναι yB = −yΓ, λόγω ςυμμετρίασ τθσ ζλλειψθσ ωσ προσ τον άξονα Ox. 

ϋΑρα, BΓ = 2yB. 

Είναι : E(xB, yB) = 1/2 (2yB) · |xB + 2| = yB(xB + 2) (γιατί xB > −2) 

ϋΕτςι, ϑεωροφμε τθν ςυνάρτθςθ F(xB, yB): 

F(xB, yB, μ) = E(xB, yB) +μ(
  

 

 
   

   )=yB (xB + 2) + μ(
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Είναι όμωσ : 

  

   
    

   

 
 

  

   
           

  

  
 

  
 

 
   

    

Το ςθμείο που ζχουμε μζγιςτο εμβαδόν είναι το (1,√ /2) και το μζγιςτο 

εμβαδόν ιςοφται με : Emax =√ /2 · 3 = 3√ /2 τ.μ. 

Πρόκειται για μζγιςτο κακϊσ θ E(xB, yB) παρουςιάηει ςτο ςθμείο αυτό 

ακρότατο, ενϊ είναι E(0, 1) = 2 · 1 = 2 < Emax. 

 

3. Για το εςωτερικό του κφκλου ζχουμε:. 

  

  
  (  )  (     )(       )    (     )(  ) ⟹ 

  

  
   (     )               

  

  
      (     )(       )    (     )(  ) ⟹ 

  

  
   (     )               



Αριςτοτζλειο Πανεπιςτιμιο Θεςςαλονίκθσ Ανοικτά Ακαδθμαϊκά Μακιματα 

6 

Πρζπει:{
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Για x = 0: (β) ⇔ y*−3y2 + 3] = 0 ⇔ y(y2 − 1) = 0 ⇔ y = 0 ι y = ±1 

Για y = 0: (α)⇔ x*−2x2 + 2] = 0 ⇔ x(x2 − 1) = 0 ⇔ x = 0 ι x = ±1 

Για x ≠ 0 και y ≠ 0 : −2x2 − 3y2 + 2 = −2x2 − 3y2 + 3 = 0, αδφνατο. 

ϋΑρα τα κρίςιμα ςθμεία τθσ f είναι τα (0, 1), (0,−1), (1, 0), (−1, 0), (0, 0), τα 

οποία πράγματι ϐρίςκονται ςτο εςωτερικό του κφκλου: x2 + y2 = 4, fmax = 3/e, 

fmin = 0. 

Για τθν περιφζρεια του κφκλου ϑα χρθςιμοποιιςουμε τθ μζκοδο των 

πολλαπλαςιαςτϊν Lagrange .  

Θεωροφμε τθν F(x, y, λ) =  (     )(2x2 + 3y2)+λ(x2 + y2 = 4). 

Για x ≠ 0 και y ≠ 0 : −2e−4(6 + y2) + 2λ = −2e−4(5 + y2) + 2λ = 0, άτοπο. 

Για x = 0 : y = ±2 

Για y = 0 : x = ±2 

ϋΟμωσ : 

 (   )        

 (    )        

 (   )       

 (    )       }
 
 

 
 

     
 

  
       

  

  
 πάνω ςτθν περιφζρεια του 

κφκλου). 

 

4. Για τισ τρεισ γωνίεσ του αγνϊςτου τριγϊνου (A,B, Γ) προφανϊσ ιςχφει ότι : 

 A + B + Γ = π 

 0 < A,B, Γ < π 
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ϋΕτςι ϑα μελετιςουμε για ακρότατα τθ ςυνάρτθςθ E.Υπολογίηουμε τισ μερικζσ 

παραγϊγουσ τθσ E ωσ προσ A,B, Γ, οι οποίεσ πρζπει όλεσ να ιςοφνται με το 

μθδζν. 

  

  
                     

  

  
                     

  

  
                     

Εξιςϊνουμε τισ παραπάνω εξιςϊςεισ ανά δφο και ζτςι ζχουμε : 

2R2cosAsinBsinΓ = 2R2sinAcosBsinΓ 

cosAsinB = sinAcosB 

Κακϊσ όλεσ οι γωνίεσ είναι διάφορεσ του μθδενόσ και του π, τότε 

καταλιγουμε ςτο ότι: 

tanA = tanB → A = B 

Ομοίωσ για τισ δυο τελευταίεσ ςχζςεισ παίρνουμε ότι : 

tanA = tanΓ → A = Γ 

Κακϊσ οι τρεισ γωνίεσ είναι ίςεσ μεταξφ τουσ, και ταυτόχρονα το άκροιςμα 

τουσ είναιίςο με π, τότε εφκολα προκφπτει ότι : 

A = B = Γ = φ =π/3 

Συνεπϊσ, ϐλζπουμε ότι το, εγγεγραμμζνο ςε κφκλο, τρίγωνο που ζχει μζγιςτο 

εμβαδόν,είναι το ιςόπλευρο τρίγωνο. 

 

5. Για το εςωτερικό του κφκλου ϑα πρζπει να ιςχφει x2 + y2 < 1. Είναι ακόμθ: 

  

  
   

  

  
   

Συμπεραίνουμε ότι το ςθμείο (0, 0) είναι ςαγματικό, ενϊ δεν υπάρχουν 

μζγιςτα ι ελάχιςτα.Για τθν περιφζρεια του κφκλου ϑα χρθςιμοποιιςουμε τθ 

μζκοδο Lagrange . Θεωροφμε 
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F(x, y, λ) = f(x, y) + λ(x2 + y2 − 1) = λx2 + λy2 − λ + xy. 
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ϋΕτςι, τα παραπάνω ςθμεία είναι τα ακρότατα για τθν περιφζρεια του κφκλου 

x2 + y2 = 1 .  

6. Ζςτω,  ⃗(     )     ̂     ̂     ̂  , όπου: 

F1 = F1(x, y, z) 

F2 = F2(x, y, z) 

F3 = F3(x, y, z) 
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Ζτςι, 
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Από (Α) και (Β) προκφπτει ότι :   (
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