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Άδειες Χρήσης 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
Creative Commons.  

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 
ρητώς.  
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Χρηματοδότηση 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει μόνο την 
αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους. 
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Περιεχόμενα ενότητας 

1. Σύνολα μηδενικού μέτρου. 

2. Το Θεώρημα του Lebesgue. 
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Σκοποί  ενότητας 

Στην ενότητα αυτή θα αποδείξουμε το θεώρημα του 
Lebesgue που προσδιορίζει επακριβώς την κλάση των 
ολοκληρωσίμων κατά Riemann συναρτήσεων. 
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Σύνολα μηδενικού μέτρου (1) 

Πρίν όμως χρειαζόμαστε τα σύνολα μηδενικού μέτρου.  
Σύνολα μηδενικού μέτρου 
Θυμίζουμε πρώτα ότι μια οικογένεια συνόλων 𝐴1, 𝐴2, … είναι 
μια κάλυψη του συνόλου 𝐴 ⊂ ℝ𝑛, αν  

𝐴 ⊂ 𝐴𝑘

∞

𝑘=1

. 

Ορισμός Ένα σύνολο 𝐴 ⊂ ℝ𝑛 είναι μηδενικού μέτρου αν για 
κάθε 𝜀 > 0, υπάρχει μια κάλυψη 𝑆1, 𝑆2, … από ορθογώνια τ.ω. 

 𝑆𝑘

∞

𝑘=1

≤ 𝜀. 

Γράφουμε 𝛢 = 0. (Δες Σχήμα 1) 
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Σύνολα μηδενικού μέτρου (2) 
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Σύνολα μηδενικού μέτρου (3) 

Παράδειγμα 1: Ένα αριθμήσιμο σύνολο 𝐴 = 𝑎1, 𝑎2, … ⊂
ℝ𝑛 είναι μέτρου μηδέν. Πράγματι, για κάθε 𝜀 > 0, μπορούμε 
να καλύψουμε το Α με ορθογώνια 𝑆𝑘 με κέντρο το 𝑎𝑘 και 

όγκο 
𝜀

2𝑘
, οπότε  

 𝑆𝑘

∞

𝑘=1

=  
𝜀

2𝑘

∞

𝑘=1

= 𝜀 
1

2𝑘

∞

𝑘=1

= 𝜀. 

Άμεση συνέπεια είναι το  

Παράδειγμα 2:  Ένα πεπερασμένο σύνολο είναι μέτρου 
μηδέν.  
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Σύνολα μηδενικού μέτρου (4) 

Με τον ίδιο περίπου τρόπο, μπορούμε να δείξουμε την  
Πρόταση 1: Κάθε αριθμήσιμη ένωση συνόλων μέτρου μηδέν, 
είναι μέτρου μηδέν.  
Απόδειξη: Πράγματι, ας είναι  

𝐴 ⊂ 𝐴𝑘

∞

𝑘=1

 

και  
𝐴𝑘 = 0, 𝑘 = 1,2, … 

Άρα, για κάθε 𝜀 > 0 και για κάθε 𝑘, έχουμε μια κάλυψη 
𝑆𝑘
1, 𝑆𝑘
2, … του 𝐴𝑘 που ικανοποιεί  

 𝑆𝑘
𝑗

∞

𝑗=1

≤
𝜀

2𝑘
. 
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Σύνολα μηδενικού μέτρου (5) 

Τώρα, τα σύνολα 𝑆𝑘
𝑗
 είναι προφανώς μια αριθμήσιμη κάλυψη 

του 𝛢 που ικανοποιεί  

  𝑆𝑘
𝑗

𝑗𝑘

≤ 
𝜀

2𝑘
𝑘≥1

= 𝜀, 

δηλαδή το Α είναι μέτρου μηδέν. 

Παρατήρηση 1: Αν το Β είναι υποσύνολο ενός συνόλου Α 
μέτρου μηδέν, τότε και το Β είναι μέτρου μηδέν, αφού κάθε 
κάλυψη του Α είναι και κάλυψη του Β.  
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Σύνολα μηδενικού μέτρου (6) 

Μια άλλη σημαντική κλάση συνόλων μηδενικού μέτρου είναι 
η ακόλουθη: 
Παρατήρηση 2: Ένα σύνολο 𝛢 ⊂ ℝ𝑛 διάστασης ≤ 𝑛 − 1 είναι 
μηδενικού μέτρου. Αν π.χ. το α είναι πεπερασμένο 
ευθύγραμμο τμήμα του ℝ2, τότε, λόγω συμπάγειας, 
μπορούμε να το καλύψουμε με ένα πεπερασμένο πλήθος 

ορθογωνίων 𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑘 με πλευρές 1 και 
𝜀

𝑘
. Άρα  

𝑆𝑗 = 1 ×
𝜀

𝑘
 

και συνεπώς 

 𝑆𝑗

∞

𝑗=1

≤ 𝑘 ×
𝜀

𝑘
= 𝜀. 
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Το Θεώρημα του Lebesgue (1) 

Όπως είπαμε ήδη, το θεώρημα του Lebesgue προσδιορίζει 
την κλάση των ολοκληρωσίμων κατά Riemann συναρτήσεων. 
Για  την απόδειξη του χρειαζόμαστε την έννοια της αιώρησης 
μιας συνάρτησης την οποία και ορίζουμε αμέσως. 

Έστω  
𝐵 𝑥, 𝑟 = 𝑦: 𝑥 − 𝑦 < 𝑟  

η μπάλα με κέντρο 𝑥 και ακτίνα 𝑟. Θέτουμε  
𝑀 𝑥, 𝑓, 𝑟 = 𝑠𝑢𝑝

𝑦∈𝐵 𝑥,𝑟
𝑓 𝑦 , 𝑚 𝑥, 𝑓, 𝑟 = inf

𝑦∈𝐵 𝑥,𝑟
𝑓 𝑦  

και  
𝛥 𝑥, 𝑓, 𝑟 = 𝑀 𝑥, 𝑓, 𝑟 − 𝑚 𝑥, 𝑓, 𝑟 . 
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Το Θεώρημα του Lebesgue (2) 

Η αιώρηση 𝜔 𝑓, 𝑥  της 𝑓 στο 𝑥 είναι το όριο  
𝜔 𝑓, 𝑥 = lim

𝑟→0
∆ 𝑓, 𝑥, 𝑟 . 

Βέβαια, πρέπει πρώτα να δείξουμε ότι το παραπάνω όριο 
υπάρχει. Παρατηρούμε λοιπόν ότι η διαφορά 𝛥 𝑥, 𝑓, 𝑟  είναι 
θετική και φθίνει με την ακτίνα r, αφού για 𝑟 ≥ 𝑟’ έχουμε  

𝑀 𝑥, 𝑓, 𝑟 ≥ 𝑀 𝑥, 𝑓, 𝑟′ , 

ενώ  
𝑚 𝑥, 𝑓, 𝑟 ≤ 𝑚 𝑥, 𝑓, 𝑟′ ⇒ −𝑚 𝑥, 𝑓, 𝑟 ≥ −𝑚 𝑥, 𝑓, 𝑟′  

Συνεπώς, για 𝑟 ≥ 𝑟’, 
𝛥 𝑥, 𝑓, 𝑟 = 𝑀 𝑥, 𝑓, 𝑟 − 𝑚 𝑥, 𝑓, 𝑟

≥ 𝑀 𝑥, 𝑓, 𝑟′ −𝑚 𝑥, 𝑓, 𝑟′ = 𝛥 𝑥, 𝑓, 𝑟′ . 
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Το Θεώρημα του Lebesgue (3) 

Εφόσον λοιπόν η θετική 𝛥 𝑥, 𝑓, 𝑟  φθίνει έχουμε  
lim
𝑟→0
𝛥 𝑥, 𝑓, 𝑟 ≥ 0. 

Η αιώρηση είναι το κριτήριο της συνέχειας της f. Πράγματι: 

Πρόταση 2: Η 𝑓 είναι συνεχής στο 𝑥 ανν 𝜔(𝑓, 𝑥) = 0.    

Απόδειξη: Αν η 𝑓 είναι συνεχής στο 𝑥, τότε για κάθε 𝜀 > 0, 
υπάρχει 𝑟 > 0 τ.ω. 

𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑦 ≤ 𝜀 

για κάθε 𝑦 που ικανοποιεί 𝑥 − 𝑦 ≤ 𝑟, δηλαδή για κάθε 
𝑦 ∈ 𝐵 𝑥, 𝑟 . Άρα, 

𝑓 𝐵 𝑥, 𝑟 ⊂ 𝑓 𝑥 − 𝜀, 𝑓 𝑥 + 𝜀 , 
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Το Θεώρημα του Lebesgue (4) 

δηλαδή 

𝑑𝑖𝑎𝑚𝑓 𝐵 𝑥, 𝑟 ≤ 2𝜀. 

και συνεπώς  
Άρα,  

𝛥 𝑥, 𝑓, 𝑟 = 𝑀 𝑥, 𝑓, 𝑟 − 𝑚 𝑥, 𝑓, 𝑟
= 𝑠𝑢𝑝
𝑦∈𝐵 𝑥,𝑟

𝑓 𝑦 − inf
𝑦∈𝐵 𝑥,𝑟

𝑓 𝑦 ≤ 2𝜀 

και συνεπώς 𝜔(𝑓, 𝑥) = 0. 
Αντίστροφα τώρα. Αν 𝜔(𝑓, 𝑥) = 0, τότε 

𝛥 𝑥, 𝑓, 𝑟 = 𝑠𝑢𝑝
𝑦∈𝐵 𝑥,𝑟

𝑓 𝑦 − inf
𝑦∈𝐵 𝑥,𝑟

𝑓 𝑦 ≤ 𝜀, 

δηλαδή  

𝑑𝑖𝑎𝑚𝑓 𝐵 𝑥, 𝑟 ≤ 𝜀 
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Το Θεώρημα του Lebesgue (5) 

και συνεπώς  
𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑦 ≤ 𝜀, ∀𝑦 ∈ 𝐵 𝑥, 𝑟 . 

Θεώρημα 1: (Lebesgue) Έστω 𝑓:𝛱 → ℝ φραγμένη. Η 𝑓 είναι 
ολοκληρώσιμη ανν το σύνολο  

𝛣 = 𝑥: 𝑓 𝛼𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒𝜂𝜍 𝜎𝜏𝜊 𝑥  

των ασυνεχειών της είναι μέτρου 0. 
Απόδειξη: Υποθέτουμε ότι το Β είναι μέτρου 0 και ας είναι 
𝜀 > 0. Το Β, το οποίο στο Σχήμα 2 παριστάνεται με μία 

καμπύλη, μπορεί να καλυφθεί με ορθογώνια 𝑆𝑗 𝑗∈ℕ
 τ.ω.  

 𝑆𝑗      1𝑗∈ℕ   
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Το Θεώρημα του Lebesgue (6) 
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Το Θεώρημα του Lebesgue (7) 

Τώρα, αν 𝑥 ∈ 𝛱 − 𝛣, η 𝑓 είναι συνεχής στο 𝑥. Συνεπώς 
μπορώ να βρώ ένα ορθογώνιο 𝑆𝑥 που περιέχει το 𝑥 και 
ικανοποιεί  

𝑀𝑆𝑥 𝑓 −𝑚𝑆𝑥 𝑓 ≤ 𝜀. (2) 

Όμως, οι παραπάνω οικογένειες 𝑆𝑗 𝑗∈ℕ
 και 𝑆𝑥 𝑥∈𝛱−𝛣 

αποτελούν μια κάλυψη του συμπαγούς Π. Άρα υπάρχει μια 
πεπερασμένη κάλυψη του Π, ας πούμε η 

𝑆𝑗1, … , 𝑆𝑗𝑘 , 𝑆𝑥1… , 𝑆𝑥𝑙 . 

Τέλος, ας είναι Δ μια διαμέριση του Π που τα ορθογώνια της 
περιέχονται στα ως άνω ορθογώνια. Από τις (1) και (2), 
έχουμε 
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Το Θεώρημα του Lebesgue (8) 

𝑈𝛥 𝑓 − 𝐿𝛥 𝑓

≤  𝑀𝑆𝑗𝑚 𝑓 −𝑚𝑆𝑗𝑚 𝑓 𝑆𝑗𝑚
𝑚≤𝑘

+ 𝑀𝑆𝑥𝑖
𝑓 −𝑚𝑆𝑥𝑖

𝑓 𝑆𝑥𝑖
𝑖≤𝑙

= 2 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈𝛱
𝑓 𝑥  𝑆𝑗𝑚

𝑚≤𝑘

+ 𝜀 𝑆𝑥𝑖
𝑖≤𝑙

≤ 2 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈𝛱
𝑓 𝑥 𝜀 + 𝜀 𝛱 , 

δηλαδή η 𝑓 είναι ολοκληρώσιμη. 
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Το Θεώρημα του Lebesgue (9) 

Αντίστροφα τώρα. Υποθέτουμε ότι η 𝑓 είναι ολοκληρώσιμη 
και θέλουμε να δείξουμε ότι 𝛣 = 0. Για αυτό θα 
εκφράσουμε το Β χρησιμοποιώντας την αιώρηση της 𝑓. 
Έχουμε  

𝛣 = 𝑥: 𝑓 𝛼𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒𝜂𝜍 𝜎𝜏𝜊 𝑥 = 𝐵𝑘
𝑘≥1

, 

όπου 

𝐵𝑘 = 𝑥:𝜔 𝑓, 𝑥 ≥
1

𝑘
. 

Αφού το Β εκφράστηκε σαν αριθμήσιμη ένωση των 𝐵𝑘, αρκεί 
να δείξουμε ότι το μέτρο των 𝐵𝑘 είναι 0 για κάθε 𝑘.  
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Το Θεώρημα του Lebesgue (10) 

Ας είναι λοιπόν Δ μια διαμέριση του ορθογωνίου Π  

τ.ω. 

𝑈𝛥 𝑓 − 𝐿𝛥 𝑓 ≤
𝜀

𝑘
. (3) 

Συμβολίζουμε με 𝔊 την κλάση των ορθογωνίων της Δ που 
τέμνουν το 𝐵𝑘. 

Έχουμε 
𝐵𝑘 ∩ 𝑆 ≠ ∅ 

για κάθε 𝑆 ∈ 𝔊, και συνεπώς 

𝑀𝑆 𝑓 −𝑚𝑆 𝑓 =  𝑠𝑢𝑝
𝑦∈𝑆
𝑓 𝑦 − inf

𝑦∈𝑆
𝑓 𝑦 ≥

1

𝑘
. 
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Το Θεώρημα του Lebesgue (11) 

Άρα, 

 𝑀𝑆 𝑓 −𝑚𝑆 𝑓 𝑆

𝑆∈

≥
1

𝑘
 𝑆

𝑆∈

. (4) 

Τώρα, από την (3) έχουμε 

 𝑀𝑆 𝑓 −𝑚𝑆 𝑓 𝑆

𝑆∈

 

≤ 𝑀𝑆 𝑓 −𝑚𝑆 𝑓 𝑆

𝑆∈𝛥

 

        = 𝑈𝛥 𝑓 − 𝐿𝛥 𝑓 ≤
𝜀

𝑘
.       5  

Από τις (4) και (5) συμπεραίνουμε ότι 
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Το Θεώρημα του Lebesgue (12) 

1

𝑘
 𝑆

𝑠∈

≤ 𝑀𝑆 𝑓 −𝑚𝑆 𝑓 𝑆

𝑆∈

≤
𝜀

𝑘
.    (6) 

και αφού τα ορθογώνια 𝑆 που τέμνουν το 𝐵𝑘 το καλύπτουν 
κιόλας, έχουμε την (6) το ζητούμενο, δηλαδή 

𝐵𝑛 ≤ 𝑆

𝑠∈

≤ 𝜀. 
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