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Άδειες Χρήσης 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης 
Creative Commons.  

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε 
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται 
ρητώς.  
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Χρηματοδότηση 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του 
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο Θεσσαλονίκης» έχει χρηματοδοτήσει μόνο την 
αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους. 
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Περιεχόμενα ενότητας 

1. Ορισμός του μη γνήσιου ολοκληρώματος. 

2. Εφαρμογές του μη γνήσιου ολοκληρώματος. 
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Σκοποί  ενότητας 

Ορίζονται τα μη γνήσια ολοκληρώματα και δίνονται 
εφαρμογές τους. 
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Μη γνήσια ολοκληρώματα (1) 

Μέχρι τώρα μελετήσαμε τα πολλαπλά ολοκληρώματα  

 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝐴

, 

όπου, 

• η 𝑓 είναι ολοκληρώσιμη (άρα και φραγμένη), και  

• το Α είναι φραγμένο με σύνορο μέτρου 0. 

Τώρα, θα μελετήσουμε ολοκληρώματα θετικών συναρτήσεων 
(𝑓 ≥ 0) 

 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝐴

, 

όπου: 
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Μη γνήσια ολοκληρώματα (2) 

(α) Η 𝑓 είναι ολοκληρώσιμη επί του φραγμένου Α, εκτός ίσως 
από ένα υποσύνολο μηδενικού μέτρου, πάνω στο οποίο η 𝑓 
απειρίζεται (Σχ.1). 

(β) Η 𝑓 είναι φραγμένη επί του μη φραγμένου Α και 
ολοκληρώσιμη πάνω σε όλα τα καλά και φραγμένα 
υποσύνολα του Α. 

(γ) Συνδυασμός των (α) και (β). 

Τα ολοκληρώματα αυτά λέγονται μη γνήσια. 
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Μη γνήσια ολοκληρώματα (3) 
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Μη γνήσια ολοκληρώματα (4) 

Για τον ορισμό, αλλά και τον υπολογισμό ενός μη γνήσιου 
ολοκληρώματος, παίρνουμε μια αύξουσα ακολουθία 𝛢𝑛 
υποσυνόλων του Α με σύνορο μέτρου 0 και τ.ω.  

𝛢𝑛 ↗ στο Α καθώς το 𝑛 → ∞, και 
επί των 𝛢𝑛 η 𝑓 να είναι ολοκληρώσιμη. 
Η 1𝐴𝑛𝑓 είναι ολοκληρώσιμη και ορίζουμε το μη γνήσιο 

ολοκλήρωμα ως εξης: 

 𝑓
𝐴

≔ lim
𝑛→∞
 𝑓
𝐴𝑛

= lim
𝑛→∞
 1𝐴𝑛𝑓
𝐴

. 

Επισημαίνουμε ότι το ως άνω όριο πάντα υπάρχει ή είναι 
+∞, αφού πρόκειται για όριο θετικής και αύξουσας 
ακολουθίας. 
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Μη γνήσια ολοκληρώματα (5) 

Παράδειγμα 1: Να υπολογιστεί το μη γνήσιο ολοκλήρωμα  

𝐽 =  
𝑦2

𝑥2/30,1 2
𝑑𝑥𝑑𝑦. 

Λύση: Η 
𝑦2

𝑥2/3
 απειρίζεται επί της ευθείας 𝑥 = 0. Θέτουμε λοιπόν  

𝐴𝑛 =
1

𝑛
≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1 . 

Έχουμε 𝛢𝑛 ↗ 𝐴, και επί των 𝛢𝑛, η 
𝑦2

𝑥2/3
 είναι φραγμένη. Άρα  

𝐽𝑛 =  
𝑦2

𝑥2/3𝐴𝑛

𝑑𝑥𝑑𝑦 =  𝑥−2/3𝑑𝑥
1

1
𝑛

 𝑦2𝑑𝑦
1

0

=
1

3
3𝑥1/3

1/𝑛

1
= 1 −

1

𝑛

1
3

→ 1. 

 

10 



Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήμιο 
Θεσσαλονίκης 

Λογισμός 4 

Τμήμα Μαθηματικών 

Μη γνήσια ολοκληρώματα (6) 

Παράδειγμα 2: (Ένα ολοκλήρωμα που απειρίζεται) Να 
υπολογιστεί το μη γνήσιο ολοκλήρωμα  

𝐽 =  
𝑥2 − 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2 20,1 2
𝑑𝑥𝑑𝑦. 

Λύση: Θέτουμε  

𝐴𝑛 =
1

𝑛
≤ 𝑥 ≤ 1,

1

𝑛
≤ 𝑦 ≤ 1 . 

Η διαγώνιος χωρίζει το 𝐴𝑛 σε δύο κομμάτια: το 𝐴𝑛
1  που είναι 

κάτω από την διαγώνιο όπου 𝑥 ≥ 𝑦, και το 𝐴𝑛
2  που είναι από 

πάνω και 𝑥 ≤ 𝑦. Έχουμε 
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Μη γνήσια ολοκληρώματα (7) 

𝐽𝑛 =  
𝑥2 − 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2 2𝐴𝑛

𝑑𝑥𝑑𝑦 

=  
𝑥2 − 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2 2𝐴𝑛
1

𝑑𝑥𝑑𝑦 +  
𝑦2 − 𝑥2

𝑥2 + 𝑦2 2𝐴𝑛
2

𝑑𝑥𝑑𝑦 

=  𝑑𝑥
1

1
𝑛

 
𝑥2 − 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2 2
𝑑𝑦

𝑥

1
𝑛

+ 𝑑𝑦
1

1
𝑛

 
𝑦2 − 𝑥2

𝑥2 + 𝑦2 2
𝑑𝑥

𝑦

1
𝑛

 

= 2 𝑑𝑥
1

1
𝑛

 
𝑥2 − 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2 2
𝑑𝑦

𝑥

1
𝑛

, 

αφού οι ρόλοι των 𝑥, 𝑦 στα ως άνω ολοκληρώματα είναι 
τελείως συμμετρικοί. 
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Μη γνήσια ολοκληρώματα (8) 

Παρατηρούμε ότι 

𝜕𝑦
𝑦

𝑥2 + 𝑦2
=
𝑥2 − 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2 2
, 

και συνεπώς 

 𝑑𝑥
1

1
𝑛

 
𝑥2 − 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2 2

𝑥

1
𝑛

𝑑𝑦 

=  𝑑𝑥
1

1
𝑛

 𝜕𝑦
𝑦

𝑥2 + 𝑦2

𝑥

1
𝑛

𝑑𝑦 

=  
𝑦

𝑥2 + 𝑦2
𝑦=
1
𝑛

𝑦=𝑥1

1
𝑛

𝑑𝑥 
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Μη γνήσια ολοκληρώματα (9) 

=  
𝑥

2𝑥2
𝑑𝑥

1

1/𝑛

−
1

𝑛
 

1

𝑥2 +
1
𝑛2

1

1
𝑛

𝑑𝑥 

=
1

2
𝑙𝑜𝑔1 − log

1

𝑛
−
1

𝑛
 

1

𝑥2 +
1
𝑛2

1

1
𝑛

𝑑𝑥
𝑛→∞
+∞− 0. 
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Μη γνήσια ολοκληρώματα (10) 

Παράδειγμα 3: (Ένα ολοκλήρωμα που απειρίζεται) Να 
υπολογιστεί το μη γνήσιο ολοκλήρωμα  

 
1

𝑥 − 𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐴

, 

όπου 
𝐴 = 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥  

Λύση: Θέτουμε (Σχήμα 2)  
𝐴𝛿 = 𝛿 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1 − 𝛿 . 
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Μη γνήσια ολοκληρώματα (11) 
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Μη γνήσια ολοκληρώματα (12) 

Οπότε, 

 
1

𝑥 − 𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝛢𝛿

=  𝑑𝑥
1

𝛿

 
1

𝑥 − 𝑦

𝑥−𝛿

0

𝑑𝑦

=  − 𝑙𝑜𝑔(𝑥 − 𝑦) 𝑦=0
𝑦=𝑥−𝛿

𝑑𝑥
1

𝛿

 

=  −𝑙𝑜𝑔𝛿 + 𝑙𝑜𝑔𝑥 𝑑𝑥
1

𝛿

 

= − 1 − 𝛿 𝑙𝑜𝑔𝛿 +  𝑙𝑜𝑔𝑥𝑑𝑥
1

𝛿

 

= 𝛿 − 1 − 𝑙𝑜𝑔𝛿 → +∞, 

καθώς το 𝛿 → 0. 
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Μη γνήσια ολοκληρώματα (13) 

Παρατήρηση: Αν η 𝑓: 𝐴 → ℝ δεν είναι πλέον θετική, το μη 
γνήσιο ολοκλήρωμα  

 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝐴

 

μπορεί να οριστεί στην περίπτωση που το μη γνήσιο 
ολοκλήρωμα  

 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝐴

 

υπάρχει. Το ορίζουμε ως την διαφορά 

 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝐴

=  𝑓+ 𝑥 𝑑𝑥
𝐴

− 𝑓− 𝑥 𝑑𝑥
𝐴

< +∞, 
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Μη γνήσια ολοκληρώματα (14) 

αφού οι 𝑓+, 𝑓− είναι θετικές, 𝑓 = 𝑓+ + 𝑓− και επιπλέον τα 

 𝑓+ 𝑥 𝑑𝑥
𝐴

,  𝑓− 𝑥 𝑑𝑥
𝐴

 

είναι μικρότερα ή ίσα του 

 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝐴

< ∞. 

Παράδειγμα 4: Δείξτε ότι το μη γνήσιο ολοκλήρωμα  

 
𝜎𝜐𝜈 𝑥 + 𝑦

1 + 𝑥2 𝑦0,1 2
𝑑𝑥𝑑𝑦 

υπάρχει. 
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Μη γνήσια ολοκληρώματα (15) 

Λύση:  Έχουμε να δούμε αν  

 
𝜎𝜐𝜈 𝑥 + 𝑦

1 + 𝑥2 𝑦0,1 2
𝑑𝑥𝑑𝑦 =  

1

1 + 𝑥2 𝑦0,1 2
𝑑𝑥𝑑𝑦 < ∞. 

Η ανωμαλία εντοπίζεται στην ευθεία 𝑦 = 0, την οποία και 
απομονώνουμε εξετάζοντας το ολοκλήρωμα: 

 
1

1 + 𝑥2 𝑦0≤𝑥≤1 
1
𝑛
≤𝑦≤1

𝑑𝑥𝑑𝑦 =  
1

1 + 𝑥2
𝑑𝑥

1

0

 
𝑑𝑦

𝑦

1

1
𝑛

 

= 𝜏𝜊𝜉𝜀𝜑𝑥 0
1 × 2 𝑦 1

𝑛

1  

=
𝜋

2
1 −
1

𝜈

𝑛→∞𝜋

2
 . 
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Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative 
Commons Αναφορά - Παρόμοια Διανομή [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής 
Έκδοση. Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. φωτογραφίες, 
διαγράμματα κ.λ.π., τα οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία 
αναφέρονται μαζί με τους όρους χρήσης τους στο «Σημείωμα Χρήσης Έργων 
Τρίτων».   

 

 

Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 

χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί.                
 

 

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/  

Σημείωμα Αδειοδότησης 

http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
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Διατήρηση Σημειωμάτων 

Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει 
να συμπεριλαμβάνει: 

 το Σημείωμα Αναφοράς 

 το Σημείωμα Αδειοδότησης 

 τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

 το Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 

μαζί με τους συνοδευόμενους υπερσυνδέσμους. 
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